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Kurzfassung
Die Dynamik anfänglih aus dem Gleihgewiht gebrahter wehselwirkender Quan-
tenvielteilhensysteme wirft aktuell noh spannende Fragen auf. In Bezug auf die
Thermalisierung ist z.B. nah wie vor ungeklärt, in welher Form sie überhaupt
stattndet und in welhen Observablen bzw. auf welher Zeitskala sie zu beob-
ahten ist. Eine ideale Grundlage zur Erforshung von Relaxationsdynamiken in
wehselwirkenden Vielteilhensystemen bieten ultrakalte Quantengase aufgrund
ihrer guten Kontrollier- und Variierbarkeit. Ein allgemeiner theoretisher Rah-
men, auf dessen Basis solhe Prozesse zu untersuhen sind, steht jedoh infolge
der groÿen Anzahl der beteiligten Freiheitsgrade bisher niht zur Verfügung.
Für ultrakalte bosonishe Gase stellt die Gross-Pitaevskii-Gleihung eines der wih-
tigsten theoretishen Werkzeuge dar, eine klassishe Feldgleihung für die Konden-
satwellenfunktion in Molekularfeldnäherung. Die ihr zugrunde liegende Näherung
erlaubt jedoh keine niht-trivialen Aussagen über den vollen N-Teilhenzustand,
dessen Kenntnis für die Untersuhung einer möglihen Relaxationsdynamik unab-
dingbar ist.
Um der theoretishen Beshreibung des vollen bosonishen Feldes einen Shritt
näher zu kommen, untersuht die vorliegende Arbeit die Anwendung semiklassi-
sher Methoden auf ultrakalte Bosegase. Diese sind in der Regel dann sehr genau,
wenn die beteiligten Wirkungen groÿ gegenüber dem Plankshen Wirkungsquan-
tum sind. Für bosonishe Felder wird dieser Grenzfall durh die Bedingung einer
groÿen Teilhenzahl ersetzt. Die immense Anzahl an Teilhen in den hier behan-
delten Vielteilhensystemen maht die Anwendung semiklassisher Methoden auf
diesem Gebiet also vielversprehend.
Als zentrales Modellsystem wird ein anfänglih aus dem Gleihgewiht gebrahtes
ultrakaltes bosonishes Doppelmuldensystem betrahtet, das eine hohinteressante
Dynamik aufweist, die auf das Wehselspiel der Tunneldynamik einerseits und der
Wehselwirkung der Teilhen untereinander andererseits zurükzuführen ist. Als
Referenz lassen sih aufgrund der speziellen Fallengeometrie im Rahmen der Zwei-
Moden-Näherung die Ergebnisse einer numerish exakten Untersuhung heranzie-
hen. Durh den Einsatz der namhaften WKB-Quantisierung und des besonders aus
der Molekülphysik bekannten Reexionsprinzips wird hier ein geshlossener ana-
lytisher Ausdruk für die sogenannte Populationsdierenz im Doppelminimum
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hergeleitet, der ausshlieÿlih von den wenigen relevanten Systemparametern ab-
hängt. Diese mähtige Formel erlaubt es nun zum ersten Mal, in quantitativer
Weise die harakteristishe Sequenz aus Oszillationen, Kollapsen und Revivals in
Abhängigkeit der vorausgesetzten Parameter zu untersuhen.
Nah dieser ersten erfolgreihen Anwendung semiklassisher Methoden im Mo-
dellsystem wird über die reduzierte Dynamik der Populationsdierenz hinausge-
gangen. Mithilfe des semiklassishen Herman-Kluk-Propagators lässt sih selbst
der volle N-Teilhenzustand untersuhen. Da es letztlih um die Beshreibung ul-
trakalter Bosonen in beliebigen Potentialen gehen soll, wird zunähst der Herman-
Kluk-Propagator für eine Feldtheorie vorgestellt. Im Doppelmuldensystem zeigt
sih dann in der Anwendung die semiklassishe Propagation in der Lage, für alle
untersuhten Parameterregime gute Übereinstimmung mit den numerish exak-
ten Ergebnissen zu liefern. Zusätzlih ndet ein Abgleih der Resultate mit der
Trunated Wigner Approximation statt, auf die im Forshungsgebiet ultrakalter
Bosonen häug zurük gegrien wird. Diese beshreibt die Zeitentwiklung einer
Wignerverteilung unter Aussparung der Quanteninterferenzen. In der vorliegenden
Arbeit wird gezeigt, dass die Herman-Kluk-Propagation unter Berüksihtigung
der Phasen weit über die Trunated Wigner Approximation hinausgeht: Sie gibt
alle wihtigen Charakteristika der Dynamik im Doppelmuldensystem wieder.
Um die Semiklassik auf ihre Aussagefähigkeit in Bezug auf eine noh komplexere
Dynamik zu untersuhen, wird zum Abshluss das Drei-Topf-System betrahtet,
das zusätzlih haotishe Regionen im Phasenraum aufweist. Auh hier zeigt sih,
dass die semiklassishe Berüksihtigung der Phasen die Trunated Wigner Ap-
proximation in den Shatten stellt. Allerdings ergeben sih durh die Instabilität
der Trajektorien für stark haotishe Regime numerishe Probleme, die es in der
Zukunft zu lösen gilt.
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Abstrat
The dynamis of initially non equilibrium interating quantum many body sys-
tems is an ongoing and interesting eld of researh. It is still an open question
in whih form relaxation ours in suh systems, and in whih observables and
on whih timesales a possible thermalization might appear. A perfet playground
for the investigations of relaxation dynamis in interating many body shemes is
provided by ultraold quantum gases, whih are easily to be ontrolled and varied
in experiments. However, a general theoretial framework for the investigation of
suh proesses is still missing, due to the huge amount of involved degrees of free-
dom.
One of the main theoretial tools in the eld of ultraold bosoni gases repres-
ents the famous Gross-Pitaevskii equation, a eld equation for the Bose-Einstein
ondensate wave funtion in terms of a mean-eld approximation. However, the
underlying approximation prevents the possibility to draw non-trivial onlusions
about the full N-partile state, the information of whih is neessary for the ana-
lysis of relaxation proesses.
To gain the theoretial desription of the full bosoni eld, the present thesis deals
with the appliation of semilassial methods to ultraold boson gases. Those teh-
niques beome in general exat, as long as the involved ations are large ompared
to Plank's onstant. For many body systems it turns out that semilassis are ex-
peted to give good results also for the ondition of high partile numbers, whih is
preisely fullled in these shemes, making the semilassial approahes promising.
As an essential model system an initially out of equilibrium ultraold bosoni
double-well system is investigated. This onguration provides highly interesting
dynamis due to the interplay of the tunneling dynamis on the one hand and
the interation amongst the partiles on the other. The speial trap geometry ma-
kes exat numerial alulations in the framework of the two-mode approximation
available, whih serve in the following as referene data. By applying the ommon
semilassial WKB approximation and the reetion priniple known from mole-
ule physis, a losed analytial expression for the so-alled population imbalane
of the bosons in the double-well is derived, depending only on the few relevant
system parameters.
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This mighty formula allows for the rst time the quantitative investigation of the
harateristi sequene onsisting of osillations, ollapse and revivals in depen-
dene on the parameters of the system.
Sine the semilassial approahes sueeded for the double-well model so far the
so-alled Herman-Kluk propagator is adopted, to go beyond the redued dynamis
of the population imbalane. The propagator provides the possibility to treat the
full N-partile state theoretially and is introdued for the most general ase of a
bosoni quantum eld. Its appliation to the double-well system yields for all inves-
tigated parameter regimes very good agreement with the numerial exat results.
Furthermore the outomes are ompared to the Trunated Wigner approximation,
whih is frequently used in the researh eld of ultraold bosons. This approah
pitures the time evolution of a Wigner distribution, without taking into aount
the quantum interferenes. In the present thesis it is shown that the Herman-Kluk
propagation goes learly beyond the trunated Wigner approah by onsidering
in addition the quantum phases: The propagator is able to reprodue all of the
distintive features of the double-well dynamis.
In order to test the performane of semilassial methods in matters of even mo-
re omplex systems, the ultraold bosoni triple-well model is nally onsidered,
whih exhibits unlike the double-well sheme haoti regions in phase spae. It
turns out that the semilassial propagation outplays again the trunated Wigner
approximation. On the other hand the instability of the highly haoti trajetories
auses numerial problems, whih have to be solved in the future.
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1 Einleitung
Aus den Augen verloren, wird ein gut gekühltes Bier allmählih Raumtempera-
tur annehmen. Diese Thermalisierung ist eine fundamentale Eigenshaft unserer
Natur: Ein System bendet sih erst dann im thermishen Gleihgewiht, wenn
es durh wenige makroskopishe Gröÿen zu harakterisieren ist, die in der Zeit
konstant bleiben. Im vorliegenden Fall wäre die entsheidende physikalishe Gröÿe
die Temperatur. Wie nun die Erwärmung des Bieres den Genieÿer im Physiker
enttäusht, fasziniert den Physiker im Genieÿer seit mehr als 100 Jahren die nah
wie vor ungelöste Fragestellung, wie eine Ableitung der Thermalisierung aus den
grundlegenden dynamishen Gesetzen der Physik theoretish zu beshreiben wä-
re. Aus dem Blikwinkel der auf Boltzmann zurükgehenden klassishen statisti-
shen Mehanik basiert solh ein Übergang ins Gleihgewiht auf einem Mangel
an Information zum exakten physikalishen Zustand, so dass sih letztlih nur
Ensemblemittel beobahten lassen. Selbstverständlih wäre im Prinzip auh eine
theoretishe mikroskopishe Betrahtung denkbar, auf deren Ebene keine Relaxa-
tionen auftreten. In der Praxis jedoh ist dieser Ansatz aufgrund der immensen
Anzahl beteiligter Freiheitsgrade bis heute rehnerish niht zu bewältigen.
Wie aber ist die Physik anfänglih aus dem Gleihgewiht gebrahter wehsel-
wirkender Vielteilhensysteme auf der Basis der Quantentheorie zu fassen? Zwar
gibt es seit vielen Jahren quantenkinetishe Theorien im Rahmen der Quanten-
Boltzmann-Gleihung, die bereits reduzierte, also gemittelte Gröÿen behandeln.
Ein allgemeiner theoretisher Zugang zur Beshreibung solher Prozesse auf Ba-
sis des vollen N-Teilhenproblems ist bisher allerdings niht verfügbar, was das
Gebiet der Relaxation in Quantenvielteilhensystemen zu einem aktuellen und be-
liebten Forshungsgebiet maht. Besonders in geshlossenen Quantenvielteilhen-
systemen ist nah wie vor ungeklärt, unter welhen Umständen und in welhen Ob-
servablen ein System relaxiert und welhe physikalishen Eigenshaften für einen
eventuellen Übergang in ein Gleihgewiht verantwortlih sind [1, 2℄. Eine glo-
bale Relaxation kann in geshlossenen Systemen, in denen kein Energieaustaush
mit einer Umgebung stattndet, natürlih niht vorkommen. Diesem Sahverhalt
zum Trotz wurden Langzeitdynamiken beobahtet [2℄, die bestimmte Observablen
betreend durh einen asymptotishen Zustand harakterisiert sind. Diese Rela-
xation ist letztlih auf die Wehselwirkung zurükzuführen, und sie ist niht von
unendliher Dauer. Die Abgeshlossenheit der Systeme lässt sogenannte Revivals
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erwarten, obwohl solhe asymptotishen Zustände mit steigender Anzahl der Frei-
heitsgrade des Systems durhaus auf extrem groÿen Zeitskalen bestehen können [3℄.
Ein beliebtes Szenario zur Untersuhung von Nihtgleihgewihts-Quantendynamik
bieten sogenannte Quanten-Quenhes [1℄: Nah dem Start von einem Eigenzu-
stand eines gegebenen Hamiltonoperators wird das System durh eine plötzlihe
Veränderung seiner Parameter aus dem Gleihgewiht gebraht, was zu einem neu-
en System-Hamiltonoperator führt. Überlässt man das System nun sih selbst, ent-
wikelt es sih entsprehend dem neuen Hamiltonian in der Zeit.
Ein solher Quenh ndet z.B. bei der Initiierung der Dynamik ultrakalter Bo-
sonen im Doppelmuldenpotential Anwendung [4℄. Durh das Ineinandergreifen der
Wehselwirkung der Atome untereinander einerseits und der Tunneldynamik durh
die Potentialbarriere zwishen den Mulden andererseits ergibt sih eine überaus in-
teressante Dynamik, die unter anderem Gegenstand der vorliegenden Arbeit sein
wird.
Das theoretishe Interesse an Relaxationsprozessen in geshlossenen Quantensyste-
men gewann in den letzten Jahren mit den immer neuen experimentellen Möglih-
keiten an Bedeutung. Anordnungen aus wenigen ultrakalten Bosonen oder Bose-
Einstein-Kondensaten in optishen Gittern stellten sih als interessante Modellsys-
teme heraus [5, 6℄. Experimentell relativ gut zu kontrollieren, bieten sie die Mög-
lihkeit, untershiedlihste Quantenvielteilhenphänomene experimentell zu unter-
suhen.
Die Geshihte der experimentellen Realisierung von Bose-Einstein-Kondensaten
und ultrakalten Bosonen in vershiedensten Fallengeometrien ist eine lange und
erfolgreihe. Carl Wieman und Eri Cornell gelang es 1995 als ersten, a. 2 × 104
87Rb-Atome durh Abkühlen auf einige hundert Nanokelvin kondensieren zu lassen
[7℄. Diese Sensation mahte Bose-Einstein-Kondensation zu einem populären For-
shungsthema in der Quantenphysik. Bereits 1924 sagte Einstein [8℄ auf Gedanken
von Bose [9℄ aufbauend voraus, dass sih bei hinreihend kleinen Temperaturen al-
le Teilhen in dem niedrigsten Energiezustand eines Systems ansammeln würden,
woraus sih einige ungewöhnlihe Eigenshaften ergeben. Die makroskopishe Be-
setzung des Grundzustandes nun wird als Bose-Einstein-Kondensation bezeihnet.
Wie sih im Laufe der Jahre herausstellte, tritt Bose-Einstein-Kondensation nur
bei Bosonen auf, also Teilhen mit ganzzahligem Gesamtspin, während Fermionen,
Teilhen mit halbzahligem Gesamtspin, einen Quantenzustand nur einfah beset-
zen können.
Die Aussiht auf ein makroskopishes Quantensystem, dessen Teilhen alle die
gleihen physikalishen Eigenshaften besitzen, insbesondere identishe Orts- und
Geshwindigkeitsverteilungen, initiierte umfassende Forshungsanstrengungen zur
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Herstellung eines Bose-Einstein-Kondensates. Allerdings blieb viele Jahre unge-
löst, wie hinreihend tiefe Temperaturen tehnish zu erreihen wären.
Die Weiterentwiklung laserbasierter Tehniken in den 80er Jahren erlaubte es
dann, elektrish neutrale Atome magneto-optish einzufangen und zu kühlen. Alkali-
Atome erwiesen sih als besonders gut geeignet, da deren optishe Übergänge von
den handelsüblihen Lasern angeregt werden können. 1995 folgte die erste Be-
obahtung eines atomaren Bose-Einstein-Kondensates durh Wieman und Cor-
nell, und noh im selben Jahr konnte die Gruppe um Wolfgang Ketterle [10℄ ein
Bose-Einstein-Kondensat (BEK) aus Natrium-Atomen und die Gruppe um Ran-
dall Hulet [11℄ ein Kondensat aus Lithium-Atomen erzeugen. Wieman, Cornell und
Ketterle teilten sih für ihre bahnbrehenden Arbeiten den Physik-Nobel-Preis des
Jahres 2001. Die Abbildung 1.1 zeigt die ersten Aufnahmen eines atomaren Bose-
Einstein-Kondensates durh Cornell und Wieman [7℄.
Abbildung 1.1: Die erste Beobahtung eines atomaren Bose-Einstein-Kondensates (aus
[7℄). Kurz vor dem Auftreten der Kondensation zeigt die Geshwindig-
keitsverteilung links eine thermishe Wolke. Nah dem Phasenübergang
entsteht eine shmale zentrale Komponente, die dem Kondensat ent-
spriht (Mitte). Bei weiterer Kühlung vershwindet die thermishe Kom-
ponente ganz (rehts).
Dank der Weiterentwiklung der Kühlverfahren und Atomfallen werden Bose-
Einstein-Kondensate heute aus immer neuen, meist shwah wehselwirkenden
Atomsorten in einer Vielzahl an Fallengeometrien [12, 13℄ hergestellt. Die shwahe
Wehselwirkung der Atome untereinander erlaubt theoretishe Zugänge zu vielen
Problemstellungen, die in stark wehselwirkenden Systemen, wie zum Beispiel Su-
praüssigkeiten, niht möglih sind. Da die Stärke der Wehselwirkung in solhen
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Systemen mit Hilfe sogenannter Feshbah-Resonanzen [14℄ veränder- und kontrol-
lierbar ist, erönet sih die Möglihkeit, die Wehselwirkung zwishen den Atomen
zu manipulieren, was das Forshungsinteresse an kalten Bose-Gasen weiter steigen
lässt.
Insgesamt wurde in den letzten Jahren eine Fülle an Experimenten realisiert, die zu
tiefen Einbliken in fundamentale Quantenvielteilhenphänomene führten. Es lie-
ÿen sih unter anderem quantisierte Wirbel (sogenannte Vortizes) [15℄, Solitonen
[16, 17℄ und Anderson-Lokalisierung [18℄ in BEKs beobahten. Die Kohärenzei-
genshaften von BEKs ermöglihen zudem die experimentelle Untersuhung von
Interferenzphänomenen [19, 20, 21℄. Die Überlagerung zweier BEKs führt zu ei-
nem Interferenzmuster ähnlih dem eines Doppelspalt-Experimentes, obwohl hier
mehrere tausend Atome beteiligt sind: ein makroskopishes Quantenphänomen.
Ein weiterer wihtiger Forshungsbereih umfasst Experimente mit ultrakalten Bo-
sonen in optishen Gittern [22℄. Durh die Überlagerung von Laserstrahlen wird
ein Gitter bestehend aus hunderten oder tausenden optisher Mikrofallen für ultra-
kalte Bosonen oder Fermionen erzeugt. Die relativ gute Kontrollier- und Variier-
barkeit der Systemparameter maht solhe Anordnungen zu mähtigen Systemen
zur Untersuhung der Physik von Quantenvielteilhensystemen und insbesondere
Festkörpermodellen [23, 24, 25℄. In einem solhen Versuhsaufbau konnte z.B. der
Phasenübergang von einem Mottisolator zu einer Supraüssigkeit beobahtet und
untersuht werden [26℄.
Optishe Gitter sind in den letzten Jahren auh im Zusammenhang mit dem oben
genannten Forshungsgebiet der Relaxation in geshlossenen Quantensystemen in-
teressant geworden [5, 6, 3, 1, 27, 28, 29℄. Gewöhnlih bilden stark miteinander
wehselwirkende ultrakalte Bosonen in optishen Gittern die Grundlage dieser ex-
perimentellen und theoretishen Untersuhungen. Die Abbildung 1.2 zeigt expe-
rimentell gewonnene Absorptionsbilder aus [5℄. Die Gruppe um Weiss erzeugte
eine Quantenversion des berühmten sogenannten Newtonpendels, indem sie einen
Nihtgleihgewihtszustand einer eindimensionalen Kette optish gefangener Bose-
Gase präparierte. Nah einer bestimmten Zeitspanne, in der die Atome sih selbst
überlassen blieben, wurden Absorptionsbilder aufgenommen. Diese zeigten, dass
das eindimensionale System trotz der stattndenden Kollisionen der Atome unter-
einander kein thermishes Gleihgewiht erreiht, was auf die Eindimensionalität
und Integrabilität des Systems zurükzuführen ist [5℄.
Insgesamt ergibt sih für ein möglihes Stattnden von Relaxationsprozessen in ge-
shlossenen wehselwirkenden Quantensystemen kein einheitlihes Bild, und theo-
retishe Untersuhungen sind somit auf die Kenntnis des vollenN-Teilhenzustands
angewiesen. Die Beshreibung solher Quantenvielteilhensysteme ist allerdings
komplex, besonders wenn starke, durh die Wehselwirkung hervorgerufene Niht-
linearitäten involviert sind. Numerish exakte Rehnungen sind nur für eine sehr
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Abbildung 1.2: Experimentelle Realisierung eines Quantennewtonpendels (aus [5℄): ul-
trakalte
87Rb-Atome in einem optishen Gitter, die anfänglih aus dem
Gleihgewiht gebraht wurden und sih anshlieÿend in einer anharmo-
nishen eindimensionalen Falle bewegen. Die Absorptionsbilder wurden
in einem Abstand von einer Millisekunde aufgenommen. Die Farbkodie-
rung steht für die normierte optishe Tiefe.
kleine Anzahl von beteiligten Atomen möglih, so dass man auf Näherungen ange-
wiesen ist. Eines der bedeutendsten theoretishen Werkzeuge auf dem Gebiet der
ultrakalten Bosonen ist die Gross-Pitaevskii-Gleihung (GPE), die die Dynamik
der Kondensatwellenfunktion bei Temperatur T = 0 bestimmt. Ihre Fähigkeit,
Solitonen und Vortizes theoretish zu beshreiben, lässt sie verbreitet Anwendung
nden. Andererseits verhindert die ihr zugrunde liegende Molekularfeldnäherung
die Möglihkeit, niht-triviale Aussagen über den gesamten N-Teilhenzustand zu
mahen. So lassen sih etwa oben genannte Relaxationsprozesse niht ohne Wei-
teres untersuhen, da die GPE einer Wellengleihung eines klassishes Feld ent-
spriht und somit keine Quantenkorrelationen beinhaltet. Es bleibt also shwierig,
für wehselwirkende Vielteilhen-Nihtgleihgewihtssysteme einen theoretishen
Rahmen zu nden.
Um diese Lüke zu shlieÿen, soll in der vorliegenden Arbeit die Anwendung se-
miklassisher Methoden auf Systeme ultrakalter, wehselwirkender Bosonen unter-
suht werden. Im Bereih der Semiklassik wird klassishe Information, wie etwa
die Wirkung, zur Bestimmung quantenmehanisher Eigenshaften genutzt. So
können z.B. Energiespektren, Eigenfunktionen oder shliht die Zeitentwiklung
quantenmehanisher Systeme reproduziert werden. Die Anwendbarkeit semiklas-
sisher Methoden ergibt sih aus der allgemeinen Forderung ~ → 0: Die involvier-
ten Wirkungen müssen also groÿ verglihen mit ~ sein. Für die hier diskutierten
Quantenvielteilhensysteme folgt N/~ → ∞ als Bedingung, was bei einer groÿen
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Anzahl beteiligter Teilhen automatish erfüllt ist. Zu wünshen wäre also ein
semiklassisher Propagator, der in der Lage ist, die Zeitentwiklung eines vollen
Feldes zu beshreiben.
Als Ausgangspunkt wird die Dynamik ultrakalter Bosonen im Doppelminimumpo-
tential und im Drei-Topf-System untersuht. Für diese Systeme existieren einfahe
theoretishe Beshreibungen, auf deren Basis die Dynamik der Quanten numerish
exakt zu bestimmen ist. Aus dem direkten Vergleih der Ergebnisse der semiklassi-
shen Methoden mit den exakten lassen sih shlieÿlih Aussagen über die Qualität
der Näherungen treen. Dies gilt insbesondere für das Doppelmuldensystem, das
bereits von der Gruppe umMarkus Oberthaler in Heidelberg realisiert wurde [4, 30℄
und somit experimentell gewonnene Daten für einen Vergleih zur Verfügung stellt.
Nah kurzen Vorbemerkungen leitet die vorliegende Arbeit in Kapitel 2 ein mit
den theoretishen Grundlagen zur Bose-Einstein-Kondensation und den in diesem
Zusammenhang übliherweise zur Anwendung kommenden Methoden und Werk-
zeugen. Zur exakten theoretishen Beshreibung ultrakalter Bosonen im Rahmen
der zweiten Quantisierung (Abshnitt 2.1) treten in Abshnitt 2.2 als Näherung
die verbreitet angewendete Gross-Pitaevskii-Gleihung, sowie in Abshnitt 2.3 die
Wigner-Darstellung.
Um über die Möglihkeiten der GPE hinausgehen zu können, kommt die vorliegen-
de Arbeit in Kapitel 3 zu den semiklassishen Methoden, ihrem eigentlihen The-
ma. Nah der sogenannten WKB-Näherung (Abshnitt 3.1) erfolgt die Vorstellung
des im weiteren zentralen semiklassishen Herman-Kluk-Propagators (Abshnitt
3.2). Mit der sogenannten Trunated-Wigner-Approximation wird in Abshnitt
3.3 eine Methode behandelt, die im weiteren Verlauf als Vergleih zur semiklassi-
shen Propagation dienen soll.
Das zentrale Modellsystem dieser Arbeit wird in Kapitel 4 in Form des bosonishen
Doppelminimumsystems eingeführt und in seiner experimentellen Realisierung dis-
kutiert (Abshnitt 4.1). Für die bereits existierenden theoretishen Beshreibungen
(4.2) lassen sih bekanntermaÿen im Rahmen der Gross-Pitaevskii-Theorie klas-
sishe Näherungen mahen (Abshnitt 4.2.2). In Abshnitt 4.3 wird die überaus
interessante Dynamik der Bosonen im Doppelmuldensystem erörtert, die gemäÿ
dem Titel dieser Arbeit mithilfe der bereits eingeführten semiklassishen Metho-
den untersuht werden soll.
Ab Kapitel 5 erfolgt die Vorstellung der Ergebnisse, die auf analytishem Weg
durh die Anwendung semiklassisher Verfahren erzielt werden konnten. Die Zu-
sammenführung aus der Erörterung der WKB-Quantisierung (Abshnitt 5.1) und
des aus der Molekülphysik bekannten Reexionsprinzips (Abshnitt 5.2) mündet in
einen geshlossenen analytishen Ausdruk für die Dynamik der Populationsdie-
renz der Bosonen (Abshnitt 5.3). Aus einer Gegenüberstellung dieser Formel und
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der numerish exakten Ergebnisse in Kapitel 5.4 geht hervor, dass der gefundene
Ausdruk eines der zentralen Ergebnisse der vorliegenden Arbeit darstellt [31℄.
Da die in der vorliegenden Arbeit angewendeten analytishen Methoden nur für
den Fall der sogenannten Plasmaoszillationen Ergebnisse lieferten, wird in Ka-
pitel 6 der Versuh unternommen, mithilfe der semiklassishen Herman-Kluk-
Propagation im bosonishen Doppelminimumsystem auh noh den sogenannten
Self-Trapping-Bereih theoretish abzudeken. Die Ergebnisse werden den nume-
rish exakten, den klassishen Näherungen und denen aus der Trunated-Wigner-
Approximation (TWA) gegenüber gestellt. Im Gegensatz zu den klassishen Glei-
hungen und zur TWA ist die semiklassishe Propagation in der Lage, alle wih-
tigen Merkmale der Dynamik zu reproduzieren. Dies gilt niht mehr nur noh für
das Regime der Plasmaoszillationen, sondern auh für den zweiten vorhandenen
Bereih des Self-Trappings.
Auf dem Weg zu dem selbst gestekten Fernziel, ultrakalte Bosonen auf einem
ausgedehnten optishen Gitter theoretish zu beshreiben, wird in Kapitel 7 nah
der bislang erfolgreihen Anwendung der semiklassishen Methoden nun das aus
drei Potentialtöpfen bestehende und somit theoretish shwerer fassbare System
betrahtet. War die Dynamik der Bosonen shon in der Doppelmulde überaus in-
teressant, so erweist sie sih in den drei Potentialtöpfen als noh komplexer. Auh
hier wird der Versuh unternommen, über eine Gegenüberstellung von numerish
exakter Dynamik mit der aus der Literatur bekannten klassishen Dynamik, der
TWA (Abshnitt 7.1.1) und der Herman-Kluk-Propagation (Abshnitt 7.1.2) zu
Aussagen über die Qualität der semiklassishen Näherung zu kommen.
Eine Übersiht der erzielten Ergebnisse und deren Interpretation bietet das ab-
shlieÿende Kapitel. Darauf aufbauend werden Ideen und Anregungen zu For-
shungsansätzen vorgestellt, die über die vorliegende Arbeit hinausweisen.
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2 Theoretishe Beshreibung eines
Bose-Einstein-Kondensats
Im Folgenden soll ein phänomenologisher Einblik gegeben werden, was unter
Bose-Einstein-Kondensation zu verstehen ist und unter welhen Umständen sie
stattnden kann. Dazu wird ein aus identishen Bosonen, also Teilhen mit ganz-
zahligem Spin, bestehendes Gas betrahtet. Für ein Quantengas der Temperatur
T und einen damit verknüpften Impuls p =
√
2mkT sagt die Heisenbergshe Un-
shärferelation vorher, dass der Aufenthaltsort eines einzelnen Quants über eine
bestimmte Distanz unsharf ist, welhe stark vereinfaht als die sogenannte thermi-
she de-Broglie-Wellenlänge λdB =
√
2π~
mkT
angenommen werden kann, wobei ~ das
Plankshe Wirkungsquantum, m die Masse der Teilhen und k die Boltzmann-
Konstante bezeihnet.
Solh ein Quantengas lässt sih bei Zimmertemperatur mithilfe der klassishen
Boltzmann-Statistik beshreiben, die im Gegensatz zu der Quantenstatistik die
Quanten als untersheidbar betrahtet. Unter der Bedingung, dass die thermishe
Wellenlänge klein genug und der Abstand der Teilhen untereinander groÿ genug
ist, sind die Quanten räumlih voneinander getrennt und somit einzeln zu identi-
zieren. Kühlen des Gases bewirkt eine Vergröÿerung von λdB, so dass die Wellenpa-
kete der Teilhen miteinander überlappen, sobald sih imMittel mehr als ein Boson
in einem Volumen λ3dB bendet (siehe Abbildung 2.1). Nun sind die Atome niht
mehr voneinander zu untersheiden, und das Gas muss für solhe Temperaturen
mithilfe der Quantenstatistik betrahtet werden. Der energetishe Grundzustand
wird makroskopish besetzt: Man spriht von Bose-Einstein-Kondensation. Die
Dihteverteilung des Kondensates wird wie ein klassishes Feld durh eine einzige
komplexe Wellenfunktion mit wohldenierter Amplitude und Phase beshrieben.
Der Übergang von ungeordneten zu kohärenten Materiewellen lässt sih mit dem
Übergang von inkohärentem zu Laserliht vergleihen und ist ein Phasenüber-
gang, da z.B. die Grundzustandsbesetzung im thermodynamishen Limes, also für
N → ∞, V → ∞ aber N
V
= konst, in Abhängigkeit der Temperatur einen Knik
aufweist. In den nähsten Abshnitten soll gezeigt werden, wie Bose-Einstein-
Kondensation im idealen sowie im shwah wehselwirkenden Gas theoretish be-
shrieben werden kann.
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Abbildung 2.1: Einfahe Darstellung von Bose-Einstein-Kondensation (aus [32℄):
a) Gas bei Raumtemperatur: kleine de-Broglie-Wellenlänge λdB im Ver-
gleih zum mittleren Abstand d (grün) der Quanten untereinander. Die
Quanten sind untersheidbar und damit klassish zu behandeln.
b) Für sinkende Temperaturen wähst λdB (grün).
) An der kritishen Temperatur: λdB ist von der Gröÿenordnung d, die
Wellenpakete (rot) überlappen und Bose-Einstein-Kondensation setzt
ein.
d) Geht die Temperatur gegen null, entsteht eine makroskopishe
Materiewelle.
2.1 Das wehselwirkende Bose-Gas
Im Folgenden wird in Anlehnung an [33℄ ein Gas bestehend ausN Bosonen betrah-
tet, die untereinander wehselwirken. Diese Wehselwirkung soll zunähst mög-
lihst allgemein durh das Wehselwirkungspotential U(ri − rj) beshrieben wer-
den, wobei ri der Ort des i-ten Bosons ist. Der Hamiltonoperator setzt sih dann
aus der Summe der kinetishen und, vorausgesetzt es gibt ein externes Potential,
der potentiellen Energie V (ri) der einzelnen Bosonen, sowie der Wehselwirkungs-
energie zusammen
H =
N∑
i=1
p2i
2m
+ V (ri) +
1
2
∑
i,j=1,
i6=j
U(ri − rj) . (2.1)
Eine Methode zur quantenmehanishen Behandlung von Vielteilhenproblemen
ist die zweite Quantisierung, bei der die Wellenfunktionen ψ(r) der gewöhnlihen
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Quantenmehanik zu quantisierten Feldoperatoren ψ̂(r) werden, die für ein boso-
nishes Ensemble die bosonishen Vertaushungsrelationen erfüllen
[ψ̂(r), ψ̂†(r′)] = δ(r − r′) , [ψ̂(r), ψ̂(r′)] = [ψ̂†(r), ψ̂†(r′)] = 0 . (2.2)
Im Rahmen der zweiten Quantisierung wird der Hamiltonoperator zu
Ĥ =
∫ [
− ~
2
2m
|∇ψ̂(r)|2 + V (r)ψ̂†(r)ψ̂(r)
]
dr
+
1
2
∫
ψ̂†(r)ψ̂†(r′)U(r − r′)ψ̂(r)ψ̂(r′)drdr′ . (2.3)
Die Feldoperatoren wurden bisher als zeitunabhängig, also im Shrödingerbild be-
trahtet. Deren Zeitentwiklung ist mithilfe des Wehsels in die Heisenbergdarstel-
lung gegeben durh die exakte Gleihung
i~
∂
∂t
ψ̂(r, t) = [ψ̂(r, t), Ĥ ]
=
(
−~
2∇2
2m
+ V (r) +
∫
ψ̂†(r′, t)U(r − r′)ψ̂(r′, t)dr′
)
ψ̂(r, t) ,
was durh Einsetzen des Vielteilhen-Hamiltonoperators (2.3) und der Vertau-
shungsrelationen des Feldoperators (2.2) leiht nahvollziehbar ist.
Da die Behandlung dieser Gleihung imAllgemeinen durh den nihtlinearenWeh-
selwirkungsterm kompliziert ist, soll an dieser Stelle die Art der Wehselwirkung
zwishen den Atomen in ultrakalten bosonishen Gasen betrahtet werden. Auf-
grund der niedrigen Temperatur der Bosonen und der daher sehr langsam stattn-
denden Stöÿe ergibt sih aus der Streutheorie [14℄, dass für die Wehselwirkung der
Atome untereinander nur die sogenannte s-Wellenstreuung von Belang ist. Dieser
entspriht der Streuquershnitt
σ = 8πa2 , (2.4)
solange identishe Teilhen an den Stöÿen beteiligt sind, wobei die Streulänge a
als eine eektive Reihweite des Wehselwirkungspotentials zu interpretieren ist.
Da diese bei shwah wehselwirkenden verdünnten Gasen um Gröÿenordnungen
kleiner ist als der mittlere Abstand zwishen den einzelnen Atomen, kann das eek-
tive Potential der Wehselwirkung durh eine Kontaktwehselwirkung dargestellt
werden
U(r − r′) = g δ(r − r′) , (2.5)
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wobei r und r′ die Aufenthaltsorte der zwei wehselwirkenden Atome bezeihnen.
Aus der Streutheorie ergibt sih für ein bosonishes Gas im Dreidimensionalen die
Kopplungskonstante
g =
4π~2a
m
, (2.6)
so dass mit der Kontaktwehselwirkung (2.5) die Relation (2.4) sihergestellt ist.
Einsetzen der Delta-Funktion (2.5) in die Zeitentwiklung des Feldoperators (2.4)
und Durhführen der Integration liefert
i~
∂
∂t
ψ̂(r, t) =
(
−~
2∇2
2m
+ V (r) + gψ̂†(r, t)ψ̂(r, t)
)
ψ̂(r, t) . (2.7)
Diese Gleihung beshreibt die Zeitentwiklung des vollen Feldes eines ultrakal-
ten Bose-Gases exakt, ist aber durh die Operatorwertigkeit in der Anwendung
unpraktish. Im folgenden Abshnitt soll daher gezeigt werden, wie die Gleihung
zur Gross-Pitaevskii-Gleihung approximiert werden kann.
Im Zusammenhang mit den in der Einleitung erwähnten ultrakalten bosonishen
Systemen in optishen Gittern ist der Vielteilhen-Hamiltonoperator (2.3) eben-
falls stark zu vereinfahen. Dafür werden die Feldoperatoren in Einteilhen-Wellen-
funktionen ϕi(r) der beteiligten Moden entwikelt
ψ̂(r) =
∑
i
ϕi(r)ĉi
ψ̂†(r) =
∑
i
ϕ∗i (r)ĉ
†
i .
Die Operatoren ĉi und ĉ
†
i sind die Vernihtungs- und Erzeugungsoperatoren für ein
Teilhen in der i-ten Mode. Sie genügen den bosonishen Kommutationsrelationen
mit [ĉi, ĉ
†
j ] = δij und [ĉi, ĉj] = [ĉ
†
i , ĉ
†
j ] = 0. Weiterhin ist der Erwartungswert dieser
Operatoren mit der Teilhenzahl in der i-ten Eigenmode ni durh 〈ĉ†j ĉi〉 = δijni
gegeben [33℄.
In den ultrakalten Gitteranordnungen nun ist davon auszugehen, dass sih die Ato-
me im niedrigsten Energieband benden, was zu dem berühmten Bose-Hubbard-
Hamiltonian führt [23℄
ĤBH = −T
∑
〈i,j〉
ĉ†i ĉj + U
∑
j
ĉ†j ĉ
†
j ĉj ĉj +
∑
j
ǫj ĉ
†
j ĉj . (2.8)
Hier stehen ĉ†i und ĉi für die Erzeuger bzw. Vernihter eines Teilhens im i-ten
Potentialtopf im Gitter. Der erste Teil des Hamiltonoperators steht für das Tun-
neln der Atome zwishen den Potentialtöpfen, wobei bereits davon ausgegangen
wurde, dass gegenüber dem Tunneln zwishen benahbarten Töpfen Tunneleekte
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höherer Ordnung zu vernahlässigen sind (dies soll die Summe über 〈i, j〉 bezeih-
nen). Der Tunnelparameter T hängt mit der Barrierenhöhe zwishen den Potentia-
len zusammen und ist somit experimentell relativ leiht zu kontrollieren. Er wird
in [23℄ näher diskutiert. Der zweite Term im Bose-Hubbard-Hamiltonian ist der
Wehselwirkung zuzushreiben. Auh hier ist die Wehselwirkung von Atomen,
die in untershiedlihen Potentialtöpfen lokalisiert sind, gegenüber der im selben
Topf stattndenden zu vernahlässigen. Der Parameter U hängt wieder mit dem
s-Wellenstreuquershnitt (2.4) zusammen und wird ebenfalls in [23℄ genauer erläu-
tert. Der dritte Term ndet seinen Ursprung im externen Fallenpotential.
Das Bose-Hubbard-Modell im Allgemeinen berüksihtigt beliebig viele Potenti-
altöpfe und ist eng verwandt mit dem Hubbard-Modell aus der Festkörperphysik,
das näherungsweise supraleitende Systeme und die Bewegung von Elektronen im
Festkörper beshreibt. Nah Bose ist es benannt, weil es die Dynamik von Bosonen
beshreibt, die im Prinzip jeden Gitterplatz im Potentialgitter mehrfah besetzen
können. Dies gilt niht für Fermionen, die einen Quantenzustand nur einfah beset-
zen. Das Bose-Hubbard-Modell wurde unter anderem erfolgreih zur Beshreibung
von Suprauiden [34℄ herangezogen, im Speziellen zur Darstellung des berühmten
Phasenübergangs von einer Supraüssigkeit zum Mott-Isolator, siehe z.B. [35, 36℄
und die Referenzen darin.
Durh das Bose-Hubbard-Modell ist ein einfaher theoretisher Rahmen gegeben,
die Dynamik ultrakalter Bosonen in optishen Gittern zu beshreiben. Es dient
unter anderem als Basis dafür, die in der Einleitung erwähnten Relaxationsprozes-
se in solhen Systemen zu untersuhen, und im weiteren Verlauf der vorliegenden
Arbeit wird es Anwendung nden in Bezug auf das Doppelmuldensystem und das
Drei-Topf-System. Für beliebige Fallengeometrien hingegen ist es niht heranzu-
ziehen, so dass übliherweise andere Näherungen vorgenommen werden müssen,
unter denen die im folgenden Abshnitt vorgestellte Gross-Pitaevskii-Gleihung
eine groÿe Rolle spielt.
2.2 Die Gross-Pitaevskii-Gleihung
Die Gross-Pitaevskii-Gleihung (GPE) ist eines der wihtigsten Werkzeuge in der
theoretishen Behandlung von Bose-Einstein-Kondensaten und deren Dynamik.
Sie wurde 1961 gleihzeitig von Gross [37, 38℄ und Pitaevskii [39℄ ausgehend vom
Feldoperator (2.8) und dessen Zeitentwiklung (2.7) hergeleitet. In diesem Zusam-
menhang ist die Wellenfunktion des Grundzustandes von zentraler Bedeutung,
die sogenannte Kondensatwellenfunktion. Da der Grundzustand bei Eintreten von
Bose-Einstein-Kondensation makroskopish besetzt ist, lässt sih die Nihtkommu-
tativität der Operatoren der Grundmode vernahlässigen. Deutlih wird dies dar-
an, dass die Operatoren der Gröÿenordnung
√
N0 sind, wohingegen deren Kommu-
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tator gleih eins ist. N0 bezeihnet die Teilhenzahl der Atome im Grundzustand.
Für groÿe Teilhenzahlen können die Operatoren also ersetzt werden durh
√
N0
multipliziert mit einem Phasenfaktor. Die makroskopishe Komponente des Feld-
operators wird somit als ein (zeitabhängiges) klassishes Feld behandelt, wohinge-
gen alle weiteren Moden durh operatorwertige Quantenuktuationen ausgedrükt
werden
ψ̂(r, t) = ψ0(r, t) + δψ̂(r, t) ,
mit dem Erwartungswert des Feldoperators
〈ψ̂(r, t)〉 = ψ0(r, t) .
In verdünnten Bose-Gasen bei extrem niedrigen Temperaturen können die niht-
kondensierte Komponente und somit die Fluktuationen vernahlässigt werden, und
der Feldoperator wird zu einem klassishen Feld, nämlih der Kondensatwellen-
funktion ψ0. Das Ersetzen der Operatoren in (2.7) mit ψ0 führt zu der berühm-
ten zeitabhängigen Gross-Pitaevskii-Gleihung (GPE), die die Zeitentwiklung der
klassishen Kondensatwellenfunktion beshreibt
i~
∂
∂t
ψ0(r, t) =
(
−~
2∇2
2m
+ V (r) + g|ψ0(r, t)|2
)
ψ0(r, t) . (2.9)
Die GPE hat die Form einer Shrödingergleihung für ein klassishes Feld, in der
die potentielle Energie die Summe aus externem Potential und einem nihtlinea-
ren Term g|ψ0(r, t)|2 ist, der wiederum der Wehselwirkung zuzushreiben ist und
das von den anderen Atomen erzeugte mittlere Feld beshreibt. Da die GPE eine
Gleihung für den Erwartungswert des Feldoperators unter Vernahlässigung der
Fluktuationen ist, lassen sih mit ihr keine niht-trivialen Aussagen über den vol-
len N-Teilhenzustand mahen, was je nah Fragestellung ein Problem sein kann.
Darauf soll in Abshnitt 4.2.2 in Bezug auf das Doppelmuldensystem eingegangen
werden.
Für explizit zeitunabhängige externe Potentiale V (r) setzt sih eine stationäre
Wellenfunktion ψ0(r, t) aus einem zeit- und einem ortsabhängigen Teil zusammen.
Das Einsetzen des Ansatzes
ψ0(r, t) = e
− iµt
~ ψ0(r)
in die zeitabhängige Gross-Pitaevskii-Gleihung (2.9) führt zur zeitunabhängigen
Gross-Pitaevskii-Gleihung
(
− ~
2
2m
∇2 + V (r) + g|ψ0(r)|2
)
ψ0(r) = µψ0(r) . (2.10)
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Diese ähnelt von der Form her der stationären Shrödingergleihung. Der Eigen-
wert ist das hemishe Potential µ, das die Zeitabhängigkeit festlegt und gleih der
Energie pro Teilhen ist.
2.3 Wigner-Darstellung
Nahdem die GPE lediglih die Zeitentwiklung des Erwartungswerts des Feldope-
rators bestimmt, lässt sih die Dynamik des vollen N-Bosonenzustandes mithilfe
des Wigner-Moyal-Zugangs theoretish beshreiben, wie es 1998 von Steel et al.
vorgeshlagen wurde [40℄. In diesem Rahmen wird die Zeitentwiklung der Wigner-
verteilung eines Quantenzustandes beshrieben, der durh seinen Dihteoperator ρ̂
harakterisiert ist. Im Folgenden wird in Anlehnung an [41, 42℄ die Wigner-Quasi-
Wahrsheinlihkeitsverteilung für ultrakalte Bosonen und deren Zeitentwiklung
diskutiert.
Die Fouriertransformierte einer klassishen Wahrsheinlihkeitsverteilung ist die
sogenannte harakteristishe Funktion, deren Ableitungen proportional zu den Mo-
menten der Verteilung sind [42℄. Dies kann auf ein System verallgemeinert werden,
welhes mithilfe seines Quantendihteoperators ρ̂ für ein quantenmehanishes Feld
ψ̂(r) dargestellt wird. Dessen harakteristishes Funktional ist
χ[φ, φ∗] = tr
[
ρ̂ exp
(∫
dr
[
φ(r)ψ̂†(r)− φ∗(r)ψ̂(r)
])]
, (2.11)
mit φ(r) als komplexem Feld und den aus dem vorangegangenen Abshnitt be-
kannten Feldoperatoren. Die Fouriertransformierte dieses harakteristishen Funk-
tionals (2.17) ist die 1932 von Wigner eingeführte Wignerverteilung [43℄
W [ψ, ψ∗] =
1
π2
∫
D2[φ] χ[φ, φ∗] exp
[∫
drφ∗(r)ψ(r)− φ(r)ψ∗(r)
]
, (2.12)
die in diesem Zusammenhang ein Funktional des dem Feldoperator entsprehen-
den klassishen komplexen Feldes ψ(r) ist. Analog zu Abshnitt 2.1 kann dieses
komplexe Feld in Einteilhen-Moden ϕi(r) entwikelt werden
ψ(r) =
∑
i
ϕi(r)αi ,
wobei die αi die komplexen Amplituden der jeweiligen hoh besetzten Moden dar-
stellen. Im Untershied zu Abshnitt 2.2 ist hier hingegen niht nur die Grundzu-
standsmode besetzt.
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Ursprünglih diente die Wignerfunktion zur orts- und impulsabhängigen Phasen-
raumdarstellung eines Quantenzustandes. Da sie auh negative Werte annehmen
kann, ist sie allerdings keine Wahrsheinlihkeitsverteilung im klassishen Sinne,
sondern wird Quasi-Wahrsheinlihkeitsverteilung genannt. Das Auftreten negati-
ver Werte ist harakteristish für einen nihtklassishen Quantenzustand.
Im Rahmen des Wigner-Moyal-Zugangs folgt die Zeitentwiklung der Wignerver-
teilung durh Einsetzen der Zeitentwiklung des Dihteoperators [42, 44℄, also der
von-Neumann-Gleihung
i~
∂ρ̂(t)
∂t
=
[
Ĥ, ρ̂(t)
]
. (2.13)
Der hier eingehende Hamiltonoperator ist der Vielteilhen-Hamiltonian (2.1) für
ultrakalte Bosonen. Für diesen ergibt sih nah den Überlegungen des vorangegan-
genen Abshnitts 2.1
Ĥ =
∫
dr
[
−ψ̂†(r) ~
2
2m
∇2ψ̂(r) + V (r)ψ̂†(r)ψ̂(r) + g
2
ψ̂†(r)ψ̂†(r)ψ̂(r)ψ̂(r)
]
.
(2.14)
Nah Einsetzen desselben in (2.13) und in die Zeitableitung der Wignerfunktion
(2.12) folgt nah einigen Rehnungen [42℄ shlieÿlih für die Zeitentwiklung der
Wignerfunktion eine funktionale Dierentialgleihung
∂
∂t
W [ψ, ψ∗] =
∫
dr
[
i
~
δ
δψ(r)
(
~
2
2m
∇2 + V (r) + g(|ψ(r)|2 − δ(r, r))
)
ψ(r)
+ h.c.+
ig
4~
δ2
δψ(r)δψ∗(r)
ψ∗(r)
δ
δψ∗(r)
+ h.c.
]
W [ψ, ψ∗] . (2.15)
Die darin auftretenden Ableitungsoperatoren können geshrieben werden [42℄ als
δ
δψ(r)
=
∑
i
ϕ∗i (r)
∂
∂αi
δ
δψ∗(r)
=
∑
i
ϕi(r)
∂
∂α∗i
,
und das h.c. steht für das hermitesh Konjugierte. Die Gleihung (2.15) ist al-
lerdings aufgrund der Ableitungen dritter Ordnung sehr shwer zu lösen, so dass
Näherungen gemaht werden müssen. Gewöhnlih wird die sogenannte Trunated
Wigner Approximation vorgenommen, die im anshlieÿenden Kapitel 3 vorgestellt
wird.
Shlieÿlih soll noh der für den weiteren Verlauf dieser Arbeit interessante Fall
von wenigen besetzten Moden vorgestellt werden. Hier sind die harakteristishe
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Funktion (2.11) und die Wignerfunktion (2.12) keine Funktionale mehr, sondern
Funktionen
W (α,α∗) =
1
π2
∫
d2λeλ
∗α−λα∗χ(λ,λ∗) (2.16)
χ(λ,λ∗) = tr
[
ρ̂eλâ
†−λ∗â
]
, (2.17)
mit λ als komplexem Vektor und den Operatoren â† und â als Erzeugern und
Vernihtern der einzelnen Moden. Dieser Sonderfall ist im Zusammenhang mit dem
bereits vorgestellten Bose-Hubbard-Hamiltonian (2.8) von Bedeutung, für dessen
Anwendbarkeit davon auszugehen ist, dass nur die wenigen niedrigsten Moden
besetzt sind.
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3 Semiklassishe Methoden
Wie bereits in der Einleitung diskutiert, maht die theoretishe Beshreibung von
Relaxationsprozessen in Quantenvielteilhensystemen Probleme: Es ist das volle
N-Teilhenproblem zu lösen. Um auf diesem Gebiet Fortshritte zu mahen, soll
es das Ziel der vorliegenden Arbeit sein, die Anwendung semiklassisher Methoden
auf ultrakalte bosonishe Systeme zu untersuhen, deren Konzepte im Folgenden
vorgestellt werden. Im Allgemeinen ist unter Semiklassik zu verstehen, dass nur
ein Teil der Beshreibung des Systems quantenmehanish erfolgt, der andere Teil
jedoh auf der klassishen Physik beruht. Auf diesem Weg kann z.B. die klas-
sishe Dynamik genutzt werden, um Quanteneigenshaften, wie beispielsweise die
quantenmehanishe Phase e
i
~
Skl
(wobei Skl die klassishe Wirkung bezeihnet), zu
bestimmen. Semiklassishe Näherungen sind in der Regel gut, wenn ~ gegen null
geht, bzw. wenn die involvierten Wirkungen sehr groÿ im Vergleih zu ~ werden.
Betrahtet man nohmals den Vielteilhenhamiltonoperator für ultrakalte Boso-
nen (2.14) aus dem vorangegangenen Kapitel, und normiert die darin enthaltenen
Feldoperatoren auf die Teilhenzahl gemäÿ Φ̂ := 1√
N
ψ̂, so erhält man
Ĥ = N
∫
dr
[
−Φ̂†(r) ~
2
2m
∇2Φ̂(r) + V (r)Φ̂†(r)Φ̂(r) + gN
2
Φ̂†(r)Φ̂†(r)Φ̂(r)Φ̂(r)
]
,
(3.1)
mit
[
Φ,Φ†
]
=
1
N
.
Aus dem Ausdruk geht hervor, dass für solh ein ultrakaltes bosonishes System
semiklassishe Methoden eine gute Näherung liefern, wenn das Verhältnis N/~ ge-
gen unendlih geht, also wieder, wenn ~ gegen null geht, aber eben auh, wenn
die Teilhenzahl sehr groÿ wird bzw. gegen unendlih geht. Dieser Fall ist für die
vorliegende Arbeit von groÿer Bedeutung, da hier stets Systeme mit groÿen Ge-
samtteilhenzahlen betrahtet werden, so dass die Gröÿe von ~ irrelevant wird.
Wird nun das Produkt gN im Hamiltonoperator (3.1) konstant gehalten, so wird
der gesamte Ausdruk im Integral unabhängig von der Teilhenzahl. Genau dieser
Grenzfall ist für Systeme aus ultrakalten verdünnten Gasen interessant, da diese
in der Regel aus vielen Teilhen bestehen, die nur shwah miteinander wehsel-
wirken. Die Anwendung semiklassisher Methoden auf solhe Systeme erweist sih
also im Allgemeinen als vielversprehend. So wurde z.B. der Zusammenhang zwi-
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shen der WKB-Näherung für die Shrödingergleihung und dem Vielteilhenlimes
von Modellen, in denen nur wenige Moden berüksihtigt werden, gezeigt [45℄. Auf
dieses Modell wird in Kapitel 5 näher eingegangen werden.
In diesem Kapitel sind die semiklassishen Methoden vorzustellen, die in der
vorliegenden Arbeit Anwendung nden sollen. Im Abshnitt 3.1 wird die WKB-
Quantisierung eingeführt, gefolgt von der Einführung semiklassisher Propagato-
ren in Abshnitt 3.2.
3.1 Semiklassishe Quantisierung
Die Geshihte der semiklassishen Quantisierung beginnt mit Niels Bohr, der 1913
sein berühmtes Atommodell vorstellte [46℄. Zuvor hatte Rutherford in der Folge
seiner Streuversuhe [47℄ ein Atommodell entwikelt, in dem ein kleiner positiv
geladener Kern von einer Wolke aus Elektronen umgeben ist. Bohr vermutete,
dass die Elektronen Kreisbewegungen um den Kern beshreiben. Um die Stabili-
tät dieser Bahnen zu erklären, postulierte er für den Drehimpuls der Elektronen ein
ganzzahliges Vielfahes des Plankshen Wirkungsquantums ~ und damit quanti-
sierte Elektronenenergien. Mithilfe des Modells konnte er die bis dato nur experi-
mentell bekannten Absorptionslinien des Wasserstoatoms ershlieÿen. Zusammen
mit Sommerfeld verallgemeinerte er seine Theorie [48℄, indem vom quantisierten
Drehimpuls zur Quantisierung des Wirkungsintegrals S entlang einer geshlosse-
nen Bahn übergegangen wurde
S(E) =
∮
pdr = 2π~n ,
mit der Quantenzahl n. Da die Wirkung von der Energie der Elektronen abhängt,
folgt wieder eine Quantisierung in der Energie.
Die bahnbrehenden Fortshritte in der Quantentheorie der 20er Jahre versetz-
ten nahezu zeitgleih Wentzel, Kramers und Brillouin [49, 50, 51℄ in die Lage, die
Bohr-Sommerfeld-Quantisierung mithilfe einer semiklassishen Entwiklung aus
der Shrödingergleihung herzuleiten und auf die Erfassung der Wellenfunktionen
zu erweitern [52℄. Deren semiklassisher Charakter oenbart sih an der zentralen
Rolle der Wirkung. Die erste Ordnung der Entwiklung in ~ liefert die Quan-
tenkorrekturen und semiklassishen Wellenfunktionen. Die nah diesen Autoren
benannte WKB-Quantisierungsvorshrift in einer Dimension ist
∮
pdx = 2π~(n+ konst) .
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Die Konstante des Ausdruks hängt ab von der Art der Reexion im Potential.
Mit einem Wert von 1/2 lieÿ sih z.B. die bislang fehlende Nullpunktenergie des
harmonishen Oszillators einführen. Im Allgemeinen nimmt der Grad an Genauig-
keit, die mit der WKB-Quantisierung zu erzielen ist, mit steigender Quantenzahl
n zu [53℄. Diese Proportionalität entspriht dem Bohrshen Korrespondenzprin-
zip, nah dem die Quantenmehanik im Grenzfall groÿer Quantenzahlen in die
klassishe Mehanik übergeht.
3.2 Semiklassishe Propagatoren
Neben der WKB-Quantisierung, die Aussagen über Energiespektren und Wellen-
funktionen maht, ist in der semiklassishen Physik das Beshreiben von Dyna-
mik mithilfe semiklassisher Propagatoren von groÿer Bedeutung. Dabei wird der
quantenmehanishe Propagator unter Einbeziehung klassisher Trajektorien und
einer quantenmehanishen Phase genähert. Diese Konstruktion quantenmehani-
sher Amplituden auf der Basis klassisher Dynamik wird bildlih gesprohen auh
als Auüllen des klassishen Skeletts mit quantenmehanishem Fleish bezeih-
net [54℄. Die semiklassishe Näherung des Propagators geht auf van Vlek zurük
[55, 56℄ und wurde fast 40 Jahre später von Gutzwiller verallgemeinert [57℄. Im fol-
genden Abshnitt 3.2.1 wird die Herleitung des van Vlek-Gutzwiller-Propagators
(VVG) diskutiert, und daran anshlieÿend in Abshnitt 3.2.2 der Herman-Kluk-
Propagator (HK) eingeführt, der anders als der VVG-Propagator in Anfangswert-
darstellung gegeben ist.
3.2.1 Der van Vlek-Gutzwiller-Propagator
Die Herleitung des VVG-Propagators wird im Folgenden in Anlehnung an [55℄ skiz-
ziert. Ausgangspunkt ist der quantenmehanishe Propagator in Ortsdarstellung.
Die Zeitentwiklung einer Wellenfunktion |ψ(t)〉 mit einem Hamiltonoperator Ĥ
wird bekanntermaÿen durh die Shrödingergleihung bestimmt
i~|ψ̇(t)〉 = Ĥ|ψ(t)〉 .
Ist der Hamiltonoperator zeitunabhängig, so ist die formale Lösung der Gleihung
gegeben durh
|ψ(t)〉 = e−iĤt/~|ψ(0)〉 =: Û(t, 0)|ψ(0)〉 , (3.2)
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wobei hier der Zeitentwiklungsoperator Û(t, 0), oder auh Propagator, deniert
wurde, welher die Wellenfunktion von der Zeit t0 = 0 bis zur Zeit t entwikelt.
Stellt man die Wellenfunktion im Ort dar, so ergibt sih
ψ(rf , t) =
∫
dri 〈rf |Û(t, 0)|ri〉
︸ ︷︷ ︸
K(rf ,t;ri,0)
ψ(ri, 0) .
Das Ortsmatrixelement des Zeitentwiklungsoperators K(rf , t; ri, t0) im Integral
kann als Wahrsheinlihkeitsamplitude dafür interpretiert werden, dass ein Teil-
hen vom Ort ri zum Zeitpunkt t = 0 in der Zeit t zum Ort rf propagiert. Im
Folgenden soll eine semiklassishe Näherung für K(rf , t; ri, 0) hergeleitet werden,
indem von der Pfadintegral-Darstellung des Propagators gestartet wird, wie es in
[58℄ beshrieben ist. Die Darstellung geht auf Feynman zurük [59℄, der durh ein
Buh von Dira inspiriert worden war. Feynman drükte den Propagator über ei-
ne Summe über alle möglihen  auh nihtklassishen  Pfade vom anfänglihen
Ort ri zum nalen Ort rf in der Zeit t aus, wobei jeder dieser Pfade mit einem
Phasenfaktor zu der Summe beiträgt. Diese Phase ist das Verhältnis der klassi-
shen Wirkung S, die von dem jeweiligen Pfad abhängt, und dem Plankshen
Wirkungsquantum ~
K(rf , t; ri, 0) =
∫ r(t)=rf
r(0)=ri
D[r]e
i
~
S[r] . (3.3)
Das Funktionalintegral
∫
D[r] bezeihnet das Integral über alle möglihen Wege,
und das Wirkungsfunktional ist das Zeitintegral der klassishen Lagrangefunktion
S[r] =
∫ t
0
dt′L(ṙ(t′), r′(t′), t′) =
∫ t
0
dt′ [p(t′)ṙ(t′)−H(p(t′), r(t′), t′)] . (3.4)
Eine exakte analytishe Berehnung des Pfadintegrals (3.3) ist nur für wenige Aus-
nahmefälle möglih [60℄, so dass weitere Näherungen erforderlih sind. Im Zuge der
semiklassishen Näherung wird eine sogenannte stationäre Phasenapproximation
durhgeführt. Für ~ → 0, bzw. für groÿe Wirkungen im Verhältnis zu ~ oszilliert
der Integrand stark, so dass sih die Terme im Integral gegenseitig auslöshen. Zum
Integral tragen nur die Stellen bei, an denen die Oszillation am shwähsten ist:
die Extremstellen. Daher wird der Exponent im Pfadintegral um den klassishen
Pfad herum bis zur zweiten Ordnung entwikelt, weil für diesen gemäÿ dem Ha-
miltonshen Prinzip die Wirkung minimal wird. Die erste Ableitung vershwindet
an der Extremstelle, und das Integral kann unter Vernahlässigung der höheren
Ordnungen analytish ausgewertet werden. Der Hauptbeitrag zum Propagator in
der stationären Phasennäherung ist somit dem klassishen Pfad zuzushreiben, der
das den Integrationsgrenzen im Propagator zugrunde liegende Randwertproblem
löst. Zusätzlih trägt ein shmaler Bereih um den klassishen Pfad herum bei. Die
stationäre Phasenapproximation wird in diesem Zusammenhang auh semiklassi-
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she Näherung genannt. Nah einigen Umformungen [57℄ erhält man shlieÿlih
den VVG-Propagator
KVVG(rf , t; ri, 0) =
(
i
2π~
)N/2∑
k
[
det
(
∂2Sk
∂rf∂ri
)]1/2
e
i
~
Sk−iπν2 , (3.5)
mit N als Dimension des zugrunde liegenden physikalishen Problems und Sk als
Wirkung des klassishen Pfades. Zur Herleitung von (3.5) wurden mehrere mögli-
he klassishe Bahnen berüksihtigt, so dass laut dem Superpositionsprinzip der
Quantenmehanik über die k existenten klassishen Pfade summiert wird. Weiter-
hin führte Guzwiller einen zusätzlihen Phasenfaktor iπν/2  mit dem sogenann-
ten Maslovindex ν  ein. Dieser zählt die konjugierten Punkte, also die Stellen, an
denen die Van Vlek-Determinante det
(
∂2Sk
∂rf∂ri
)
= det
(
− ∂pi
∂rf
)
divergiert, im Ein-
dimensionalen die Umkehrpunkte im Phasenraum. Der Vorfaktor ist oensihtlih
das Inverse der Sensitivität des nalen Ortes rf von der Wahl des anfänglihen Im-
pulses pi [54℄. Je gröÿer die Sensitivität, desto gröÿer wird der Ausdruk
(
∂rf
∂pf
)−1
,
so dass das Gewiht einer solhen Trajektorie im Propagator klein wird.
Dieser endgültige Ausdruk des semiklassishen Propagators (3.5) besteht aus ei-
ner Summe über alle klassishen Pfade und beinhaltet automatish die Beshrei-
bung von quantenmehanishen Interferenzeekten, da jeder klassishe Pfad mit
einer untershiedlihen Phase beiträgt. Trotzdem ist der Propagator elegant und
sehr intuitiv, beruht er doh lediglih auf klassishen Trajektorien. Von Nahteil
ist hingegen, dass dem VVG-Propagator ein klassishes Randwertproblem zugrun-
de liegt. Zur Berehnung des Vorfaktors muss eine unter Umständen aufwendige
Nullstellensuhe durhgeführt werden, die besonders für Systeme mit einer groÿen
Anzahl von Freiheitsgraden mit extrem hohem rehnerishem Aufwand verbunden
ist. Daher ist eine Variation des VVG-Propagators in Anfangswertdarstellung von
groÿem Interesse, welhe im folgenden Abshnitt eingeführt werden soll.
3.2.2 Der Herman-Kluk-Propagator
Groÿmann folgend [55℄ ist die Grundlage zur Umformulierung des semiklassishen
Propagators das Matrixelement des Zeitentwiklungsoperators aus (3.2) zwishen
den besonders aus der Quantenoptik bekannten kohärenten Zuständen |z〉
K(zf , t; zi, 0) = 〈zf |e−iĤt/~|zi〉 ,
die mithilfe von Ort und Impuls auh darzustellen sind als
z =
1√
2
(q + ip) .
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Die kohärenten Zustände sind in Dirashreibweise auh auszudrüken als
|z〉 = e−1/2|z|2ezâ† |0〉, (3.6)
wobei |0〉 der Grundzustand N ungekoppelter harmonisher Oszillatoren ist, und
der entsprehende Aufsteigeoperator â† über Ort- und Impulsoperator ausgedrükt
werden kann. Die kohärenten Zustände sind auÿerdem Eigenzustände des dazuge-
hörigen Vernihtungsoperators â.
Betrahtet wird nun wieder der Zeitentwiklungsoperator in der Ortsdarstellung,
welher mithilfe der kohärenten Zustände zu shreiben ist als
K(rf , t; ri, 0) =
∫
dNpfd
Nqf
(2π~)N
∫
dNpid
Nqi
(2π~)N
〈rf |zf〉〈zf |e−iĤt/~|zi〉〈zi|ri〉 . (3.7)
Dabei konnten die kohärenten Zustände aufgrund ihrer (Über-)Vollständigkeit ein-
geshoben werden
1 =
∫
dNpdNq
(2π~)N
|z〉〈z| .
Das Matrixelement des Zeitentwiklungsoperators zwishen den kohärenten Zu-
ständen in (3.7) wird im nähsten Shritt durh dessen semiklassishe Näherung
ersetzt, die analog zur Bestimmung des VVG-Propagators ausgehend von der Pfad-
integraldarstellung des Propagators erfolgt. Zudem wird die Integration über den
nalen Phasenraum in der stationären Phasenapproximation ausgeführt [61℄, so
dass sih letztlih ein Ausdruk ergibt, der lediglih klassishe Anfangswertlösun-
gen enthält: der Herman-Kluk-Propagator
KHK(rf , t; ri, 0) =
∫
dNpid
Nqi
(2π~)N
〈rf |z(t)〉R(pi, qi, t) exp
(
i
~
S(pi, qi, t)
)
〈zi|ri〉 ,
(3.8)
welher zuerst 1984 von Herman und Kluk erdaht wurde [62℄. qi und pi kenn-
zeihnen die Phasenraumvariablen, deren zeitlihe Entwiklung aus den klassishen
hamiltonshen Bewegungsgleihungen folgt. S(pi, qi, t) steht wieder für die klassi-
she Wirkung (3.4), die hier von den anfänglihen Phasenraumvariablen abhängt.
R(pi, qi, t) ist der komplexe Herman-Kluk-Vorfaktor
R(pi, qi, t) = det
[
1
2
(
m11 +m22 − i~γm21 −
1
i~γ
m12
)]1/2
, (3.9)
der die Elemente der Monodromiematrix
M =
(
m11 m12
m21 m22
)
=
(
∂p(t)
∂pTi
∂p(t)
∂qTi
∂q(t)
∂pTi
∂a(t)
∂aTi
)
(3.10)
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enthält. Diese Monodromiematrix, oder auh Stabilitätsmatrix, ist ähnlih wie
der VVG-Vorfaktor ein Maÿ für die Stabilität einer Trajektorie. Sie bestimmt die
Zeitentwiklung einer anfänglih kleinen Abweihung einer Trajektorie gegenüber
einer anderen  je gröÿer die Determinante in (3.9), desto kleiner die Stabilität der
involvierten Trajektorie. In der Praxis wird die Monodromiematrix mithilfe der
Dierentialgleihung [55℄
d
dt
M = −JHM (3.11)
bestimmt, mit
J =
(
0 1
−1 0
)
und der Hesseshen Matrix
H =
(
∂2H
∂p∂pT
∂2H
∂p∂qT
∂2H
∂q∂pT
∂2H
∂q∂qT
)
.
Die Anfangsbedingung für die Monodromiematrix ergibt sih direkt aus ihrer De-
nition (3.10)
M(0) =
(
1 0
0 1
)
. (3.12)
Des Weiteren beinhaltet der HK-Propagator (3.8) kohärente Zustände in Ortsdar-
stellung der Form
〈r|z〉 =
(γ
π
)N/4
exp
(
−γ
2
(r − q)2 + i
~
p(r − q)
)
. (3.13)
Da die Breiten dieser gauÿshen Wellenpakete konstant sind, spriht man im Zu-
sammenhang mit dem HK-Propagator auh von der Frozen Gaussian Approxi-
mation. Die Zentren der nalen gauÿshen Wellenpakete im Phasenraum sind
Lösungen der klassishen hamiltonshen Bewegungsgleihungen und werden hier
pt(pi, qi) und qt(pi, qi) genannt.
Es kann gezeigt werden [61℄, dass der HK-Propagator dem VVG-Propagator äqui-
valent ist. Im Gegensatz zum letztgenannten liefert der HK-Propagator hingegen
keine Singularitäten an den konjugierten Punkten. Allerdings ist es für die Nu-
merik von Bedeutung, dass die Wurzel einer komplexen Gröÿe im HK-Vorfaktor
(3.9) eine kontinuierlihe Funktion in Abhängigkeit der Zeit ist. Dies entspriht
der Berüksihtigung des Maslovindex im VVG-Propagator, welher im Rahmen
des HK-Propagators niht explizit berehnet werden muss.
Die Handhabung des HK-Propagators (3.8) ist im Allgemeinen kompliziert, da die
Integration über den gesamten Phasenraum auszuführen ist. Andererseits bietet
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sih die Propagation eines anfänglihen kohärenten Zustands |z0〉 an. Zu berehnen
ist also
〈rf |e−iĤt/~|z0〉 = K(rf , t; z0, 0) =
∫
dNriK(rf , t; ri, 0)〈ri|z0〉 .
Wird für den Propagator der HK-Propagator (3.8) eingesetzt, so erhält man
K(rf , t; z0, 0) =
∫
dNpid
Nqi
(2π~)N
〈rf |z(t)〉R(pi, qi, t) exp
(
i
~
S(pi, qi, t)
)
〈zi|z0〉 .
(3.14)
Vorausgesetzt der Anfangszustand |z0〉 hat dieselben Breitenparameter γ wie die
kohärenten Basiszustände, ergibt sih für den Überlapp 〈zi|z0〉 der kohärenten
Zustände
〈zi|z0〉 = exp
(
−γ
4
(qi − q0)2 +
i
2~
(qi − q0)(pi + p0)−
1
4γ~2
(pi − p0)2
)
.
(3.15)
Es ist allerdings niht notwendig, die Breiten der kohärenten Zustands-Basis als
identish mit der Breite des zu entwikelnden Zustands anzunehmen. Auh für
vershiedene Breiten ist der Überlapp analytish zu berehnen, und es ergibt sih
ein etwas komplizierterer Ausdruk als (3.15), dessen Herleitung im Anhang A
zu nden ist. Der Ausdruk (3.14) zeigt, dass zwar immer noh über den ge-
samten Phasenraum integriert werden muss. Da jedoh der Überlapp (3.15) alle
Integranden exponentiell abshneidet, die zu weit vom Zentrum des anfänglihen
kohärenten Zustandes entfernt sind, ist eektiv niht mehr über den gesamten
Phasenraum zu integrieren. In der Praxis und in der vorliegenden Arbeit wird der
Ausdruk (3.14) mittels Monte-Carlo-Integration ausgewertet [63℄. Dabei wird der
Realteil des Überlapps 〈zi|z0〉 mithilfe von sogenanntem Importane-Sampling
[64℄ ausgewürfelt. Die einzelnen Trajektorien werden mit Runge-Kutta-Verfahren
oder einfahen Leapfrog-Methoden in der Zeit entwikelt. Für jede Trajektorie
wird der gesamte Ausdruk (3.14) berehnet, und am Ende werden die Beiträge
aller Trajektorien aufsummiert.
In den Kapiteln 6 und 7 soll der HK-Propagator (3.8) angewendet werden, um die
Dynamik ultrakalter Bosonen im Doppelminimum bzw. im Drei-Topf-System zu
untersuhen. Da es aber das selbst gestekte Fernziel ist, die Dynamik ultrakal-
ter Bosonen in beliebigen Potentialen V (r) theoretish zu beshreiben, wird im
Folgenden der Herman-Kluk-Propagator für ein beliebiges bosonishes Feld vorge-
stellt.
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Dafür werden zunähst die bosonishen kohärenten Zustände eingeführt. Diese
lassen sih analog zu (3.6) denieren, mit dem Untershied, dass sie nun mithilfe
eines komplexen Feldes ψ(r) darzustellen sind
|ψ(r)〉 = exp
(
−1
2
∫
dr|ψ(r)|2 +
∫
drψ(r)ψ̂†(r)
)
|0〉 , (3.16)
mit dem bereits bekannten bosonishen Feldoperator ψ̂†(r) aus Abshnitt 2.1.
Diese kohärenten Zustände sind wieder Eigenzustände des (hier bosonishen) Ver-
nihtungsoperators
ψ̂(r)|ψ(r)〉 = ψ(r)|ψ(r)〉 . (3.17)
Somit lässt sih der Herman-Kluk-Propagator für ein allgemeines Feld von Bosonen
mit dem Vielteilhenhamiltonoperator (3.1) darstellen als
(
e−
i
~
Ĥt
)
HK
=
∫
D[ψi, ψ
∗
i ]R[ψ, ψ
∗, t]e
i
~
S[ψ,ψ∗,t]|ψ(r, t)〉〈ψi(r)| (3.18)
Die Integration wird hier zu einem Funktionalintegral, und der Stabilitätsfaktor
R und die Wirkung treten ebenfalls als Funktionale der komplexen Felder ψ auf.
Das Wirkungsfunktional lässt sih nah [14℄ shreiben als
S[ψ, ψ∗, t] =
∫ t
0
dt′L(ψ, ψ∗, t′) =
∫ t
0
dt′
∫
dr
{
i~
2
(
ψ∗
∂ψ
∂t′
− ψ∂ψ
∗
∂t′
)
−
(
~
2
2m
|∇ψ|2 + V (r)|ψ|2 + g
2
|ψ|4
)}
. (3.19)
Die Abhängigkeiten der komplexen Felder ψ und ψ∗ von Ort und Zeit wurden
hier der Übersiht zuliebe niht ausgeshrieben. Die im Wirkungsfunktional auf-
tauhenden Zeitableitungen der komplexen Felder sind der im Kapitel 2.2 herge-
leiteten Gross-Pitaevskii-Gleihung (2.10) zu entnehmen.
Der Herman-Kluk-Propagator für ein bosonishes Feld (3.18) ist oensihtlih
shwer in voller Form auszuwerten, auh wenn die hier eingehende klassishe Bewe-
gungsgleihung, die Gross-Pitaevskii-Gleihung, im Prinzip numerish zu lösen ist.
Andererseits ist die Bestimmung von Observablen wie z.B. Einteilhendihten der
Form 〈ψ̂†(r)ψ̂(r′)〉 mithilfe des HK-Propagators durhaus denkbar. Für wenige be-
teiligte Moden im Rahmen des bereits erwähnten Bose-Hubbard-Modells hingegen
ist die Anwendung des HK-Propagators zur Ermittlung der vollen Wellenfunktion
umzusetzen, was in den Kapiteln 6 und 7 diskutiert wird.
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3.3 Trunated Wigner Approximation
Im vorangegangenen Kapitel 2.3 wurde ausgeführt, wie die theoretishe Beshrei-
bung der Dynamik ultrakalter Bosonen auf Basis der Wigner-Darstellung gelingt.
Allerdings stellte sih heraus, dass die Zeitentwiklung der Wignerverteilung (2.15)
unhandlih und shwer zu lösen ist. Einfaher wird das Problem hingegen, wenn
man in der zweiten Zeile von (2.15) die Terme vernahlässigen kann, die Ablei-
tungen dritter Ordnung enthalten. Diese Näherung wird Trunated Wigner Ap-
proximation (TWA) genannt, und es konnte gezeigt werden, dass sie für einige
Anwendungen immer dann zu guten Ergebnissen führt, wenn keine wahren Quan-
teneekte auftreten [65, 66, 67℄: Es ergibt sih
∂W [ψ, ψ∗]
∂t
=
∫
dr
[
i
~
δ
δψ(r)
(
~
2
2m
∇2 + V (r)
+ g(|ψ(r)|2 − δ(r, r))
)
ψ(r) + h.c.
]
W [ψ, ψ∗] . (3.20)
Diese resultierende Gleihung für die Zeitentwiklung der Wignerfunktion ist oen-
sihtlih eine Dierentialgleihung, die die Zeitentwiklung einer Trajektorie einer
einzelnen Realisierung des Feldes ψ(r) beshreibt. Sie nimmt die Form einer klassi-
shen Liouvillegleihung an, deren zugrunde liegenden hamiltonshen Bewegungs-
gleihungen der Gross-Pitaevskii-Gleihung (2.9) entsprehen. Der δ(r, r)-Term in
Ausdruk (3.20) lässt sih durh eine Neudenition der globalen Phase von ψ eli-
minieren ohne Konsequenzen für die daraus folgende Physik [41℄. Im Untershied
zur Gross-Pitaevskii-Theorie umfasst die Beshreibung allerdings niht nur eine
einzelne Realisierung eines klassishen Feldes, sondern eine Verteilung  nämlih
die Wignerverteilung  klassisher Trajektorien. Diese muss in der Praxis entspre-
hend der anfänglihen Wignerfunktion gesampelt werden.
Das Abshneiden der Ableitungen dritter Ordnung hat oensihtlih den Eekt,
dass Zustände niht korrekt dargestellt werden können, deren Wignerfunktion ne-
gative Werte annimmt (für eine niht-negative Anfangswignerverteilung). Folglih
beinhaltet die TWA keine typishen Quanteneigenshaften wie z.B. die Kohären-
zen der Trajektorien untereinander.
Die TWA ist hingegen exakt im bereits erwähnten klassishen Grenzfall, in dem
die Teilhenzahl gegen unendlih geht, das Produkt aus Teilhenzahl und Weh-
selwirkungsstärke jedoh konstant gehalten wird [42℄
N → ∞ , g → 0 , gN = konst , (3.21)
vorausgesetzt die Wignerverteilung ist hinreihend glatt. Dies ist leiht zu sehen,
wenn man das komplexe Feld wie in (3.1) entsprehend Φ := 1√
N
ψ renormiert.
In die exakte Zeitentwiklung der Wignerfunktion (2.15) eingesetzt, ergibt sih
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vor den Ableitungen dritter Ordnung die Konstante g/N , welhe im klassishen
Grenzfall gegen null geht. Somit bleibt nur der erste Term übrig, und der Aus-
druk (3.20) ist folglih asymptotish die exakte Bewegungsgleihung des Systems.
Ist die Wignerverteilung hingegen niht hinreihend glatt, können Ableitungen
dritter Ordnung in der Gröÿenordnung von N/g beitragen, so dass das Abshnei-
den ernsthafte Fehler verursaht. Diese Einshränkung kennzeihnet oensihtlih
einen bedeutenden Untershied zwishen TWA und den semiklassishen Propaga-
toren, für deren Herleitung nur die Annahme eingeht, dass die beteiligten Wirkun-
gen groÿ im Vergleih zu ~/N sind.
Wie bereits ausgeführt steken die Quanteneigenshaften im Rahmen der TWA
in der Anfangsverteilung, so dass sie zu den semiklassishen Näherungen zählt.
Eine rein deterministishe klassishe Beshreibung erhält man nur für den Fall,
dass der Anfangszustand durh eine Deltafunktion im Phasenraum darzustellen
ist und somit nur eine einzelne Trajektorie eingeht. Dies ist genau der Grenzfall
eines Bose-Einstein-Kondensats bei T = 0 im klassishen Limes, in dem die Gross-
Pitaevskii-Gleihung für vershwindende Quantenuktuationen exakt ist. Dass die
Bedingungen für die Gültigkeit der TWA ein aktuelles Forshungsthema darstel-
len, ist ausführlih in [42, 41℄ nahzulesen. In den Kapiteln 6 und 7 soll diskutiert
werden, unter welhen Umständen die Dynamik ultrakalter Bosonen im Doppel-
muldenpotential bzw. im Drei-Topf-Potential mithilfe der TWA zu beshreiben
ist.
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4 Ultrakalte Bosonen im
Doppelmuldenpotential
Als zentrales Modellsystem soll hier das bosonishe Doppelmuldensystem vorge-
stellt werden, das auh als bosonisher Josephson-Kontakt bekannt ist [68℄. Es
wird sih als ein äuÿerst interessantes Modellsystem herausstellen, unter anderem
im Zusammenhang mit der Untersuhung von Relaxation in wehselwirkenden ge-
shlossenen Quantensystemen. Der Begri Josephson-Kontakt stammt aus der
Supraleiterphysik und geht auf Brian D. Josephson zurük, der 1962 den nah ihm
benannten Josephson-Eekt theoretish vorhersagte [69℄. Dieses System besteht
aus zwei Supraleitern, die über eine dünne nihtleitende Shiht gekoppelt sind.
Entgegen den klassishen Erwartungen ieÿt durh diesen Kontakt ein Strom,
vorausgesetzt die Dike des Isolators ist klein genug gewählt. In der Folge kön-
nen die Wellenfunktionen der Leiterelektronen überlappen, was zum Tunneln der
Elektronen durh die nihtleitende Shiht führt. Nah der ersten experimentellen
Realisierung 1963 [70℄ wurde der Josephson-Eekt in vershiedensten Kongura-
tionen Grundlage vielfältiger Anwendungen [71, 72℄.
Da die Tunneldynamik auf der Existenz zweier shwah gekoppelter makrosko-
pisher Quantenzustände basiert, lieÿ sih ein ähnlihes dynamishes Verhalten in
Systemen mit suprauidem Helium beobahten, zuerst 1997 mit
3He [73, 74, 75℄
und später mit
4He [76℄. Die Forsher standen vor der Herausforderung, eine nur
shwahe Kopplung in solhen neutralen Quantenüssigkeiten zu erzeugen.
Bereits 1986, also fast 10 Jahre vor den ersten experimentellen Realisierungen von
Bose-Einstein-Kondensaten, erkannte Javanainen [77℄ den Zusammenhang zwi-
shen dem Josephson-Eekt bei Supraleitern und ultrakalten Bosonen im Dop-
pelmuldenpotential, und regte entsprehende Experimente an. Nahdem 1995 die
ersten Kondensate erzeugt werden konnten [10, 7, 11℄, war der Weg bereitet für
die qualitative und quantitative Erforshung des Josephson-Eekts in einer gut
kontrollierbaren Umgebung. Eine Anordnung mehrerer tunnelnder Bose-Einstein-
Kondensate wurde erstmalig 1998 erzeugt [78℄. Die Kondensate waren dabei in
vertikal orientierten periodishen Potentialen platziert, aus denen einzelne Ato-
me mithilfe des Einusses der Gravitation auszukoppeln waren. 2001 wurde dann
der Josephson-Eekt zum ersten Mal in einer Kette aus bosonishen Josephson-
Kontakten beobahtet [79℄. Im Folgenden soll der Fokus allerdings auf einem ein-
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zelnen Josephson-Kontakt liegen, dessen erste experimentelle Realisierung 2005 ge-
lang [4℄. Dieses Experiment der Heidelberger Gruppe um Professor Oberthaler wird
in Abshnitt 4.1 detaillierter beshrieben. In der Reihe erfolgreiher Experimente
zu bosonishen Josephson-Kontakten ist weiter die Gruppe um Professor Shmied-
mayer zu nennen, die im gleihen Jahr mithilfe sogenannter Radiofrequenz-dressed-
states ein Doppelmuldenpotential für
87Rb-Atome auf einem Atomhip erzeugte
[80, 81℄. Dabei wurden zwei Hyperfeinniveaus der Atome durh das eingestrahlte
magnetishe Radiofrequenz-Feld gekoppelt, analog zu optishen Dipolfallen, in de-
nen elektronisher Grund- und angeregter Zustand gekoppelt werden. 2007 gelang
es shlieÿlih, sowohl den AC als auh den DC Josephson-Eekt in einem Bose-
Einstein-Kondensat zu beobahten [82℄.
Aber auh aus anderen Blikwinkeln ist das Doppelmuldenproblem von groÿem
Interesse. Es weist z.B. eine klassishe Bifurkation im Phasenraum auf [30℄, worauf
in Abshnitt 4.3.2 noh näher eingegangen werden soll. Weiterhin konnten mit Hil-
fe solh eines Systems die Kohärenzeigenshaften von Bose-Einstein-Kondensaten
eindruksvoll demonstriert werden [19, 20℄, indem die Überlagerung zweier Bose-
Einstein-Kondensate zu einem Interferenz-Muster führte.
Auf die Vorstellung des Heidelberger Doppelmuldenexperiments in Abshnitt 4.1
folgt die theoretishe Beshreibung solher Systeme: So wird in Kapitel 4.2.1 die
Zwei-Moden-Näherung vorgestellt, die in 4.2.2 im Rahmen der klassishen Gross-
Pitaevskii-Beshreibung weiter vereinfaht wird. In Abshnitt 4.3 werden die dyna-
mishen Besonderheiten des Doppelmuldensystems diskutiert, und im Zuge dessen
die beiden theoretishen Beshreibungen einander gegenüber gestellt.
4.1 Experimentelle Realisierung
Im Folgenden wird das Doppelmulden-Experiment der Heidelberger Gruppe um
Professor Oberthaler vorgestellt, die ein
87Rb-Bose-Einstein-Kondensat in einer
optishen Dipolfalle erzeugte [4℄: In diesem Experiment wird eine hinreihend vor-
gekühlte thermishe Wolke in die optishe Dipolfalle geladen, welhe aus zwei
gekreuzten Laserstrahlen aufgebaut ist. Durh erzwungenes evaporatives Kühlen,
bei dem die Laserintensitäten langsam heruntergefahren werden, um immer wie-
der die heiÿesten Atome aus der Falle zu entfernen, wird das Gas auf Temperatu-
ren unterhalb der kritishen Temperatur zur Bose-Einstein-Kondensation gekühlt.
Die niedrigsten zu erreihenden Temperaturen sind von der Gröÿenordnung 10nK
[68℄. Shlieÿlih bendet sih ein Bose-Einstein-Kondensat bestehend aus ungefähr
1150±150 Atomen in der optishen Dipolfalle, deren Potential für kleine Energien
nahezu harmonish ist [83℄. Dessen Frequenzen betragen ungefähr ωx = 2π×78 Hz,
ωy = 2π × 66 Hz und ωz = 2π × 90 Hz, wobei die Gravitation in die y-Rihtung
wirkt. Dieses harmonishe Potential wird dann im weiteren Verlauf durh eine Su-
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perposition aus einer stehenden Welle und einem Doppelmuldenpotential. Dazu
werden zwei gegenläuge Laserstrahlen mit einer Wellenlänge von 811nm, die sih
in einem Winkel von a. 10◦ kreuzen (siehe Abbildung 4.1a)), miteinander über-
lagert, so dass ein periodishes optishes Potential mit einer Periode von ungefähr
5.2µm entsteht. Die Amplitude der stehenden Welle wird adiabatish bis zu einem
Wert von V0 = 2π~ × (412 ± 20)Hz erhöht. Dadurh führt die Überlagerung mit
der Dipolfalle zu einem Doppelmuldenpotential in x-Rihtung, siehe Abbildungen
4.1b) und 4.1). Das Doppelmuldenpotential in x-Rihtung ist dann von der Form
V (x) =
1
2
m
(
ω2xx
2 + ω2yy
2 + ω2zz
2
)
+
V0
2
(
1 + cos
2π
dsw
x
)
. (4.1)
Dabei steht m für die Masse der Atome in der Falle, dsw für die Periodizität und
V0 für die Höhe des periodishen Potentials, das als Barriere in x-Rihtung wirkt.
Das harmonishe Fallenpotential ist durh die drei Fallenfrequenzen ωx, ωy und
ωz harakterisiert. Die Barrierenhöhe V0 hängt letztendlih von der Intensität des
optishen Gitters ab und ist somit einfah zu kontrollieren.
a) b) )
Abbildung 4.1: Experimentelle Realisierung des Doppelmuldenpotentials als Überlage-
rung einer harmonishen optishen Falle und eines optishen Gitters,
welhes als Barriere fungiert (aus [68℄):
a) Shema der Laser, die die optishen Potentiale erzeugen. Die zwei
zueinander senkrehten Laser der Wellenlänge 1064nm bewirken den
harmonishen Einshluss der Atome in 3D, wohingegen die zwei sih
unter einem Winkel von a. 10◦ kreuzenden Laserstrahlen der Wellen-
länge 830nm das optishe Gitter mit einer Periodizität von ungefähr
5µm hervorrufen.
b) Das resultierende Potential auf der Skala der optishen Dipolfalle.
) Ausshnitt des resultierenden Potentials im Zentrum der Falle, wel-
her die Doppelmuldenstruktur am Minimum des Potentials zeigt.
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Um mit diesem experimentellen Aufbau Josephson-Dynamik beobahten zu kön-
nen, muss anfangs eine Populationsdierenz des Kondensates zwishen den beiden
Potentialtöpfen herrshen, weil sih anderenfalls die Populationen zeitlih niht
ändern würden. Die notwendige Dierenz in den Populationen wird durh Kippen
des harmonishen Potentials in x-Rihtung gegenüber dem periodishen Potential
erreiht. Dieser Quenh führt zu einem zusätzlihen linearen Term in (4.1), der
eine Asymmetrie des Potentials bewirkt.
In der Praxis wird das gekippte System in den Grundzustand gebraht. Anshlie-
ÿend wird die Asymmetrie des Potentials auf der Zeitskala der Tunneldynamik
shnell aufgehoben, so dass sih die Atome niht länger in einem Eigenzustand
benden und anfangen, sih im Potential zu bewegen. Die resultierende Dyna-
mik wird durh ein interessantes Wehselspiel aus Tunneln und Wehselwirkung
harakterisiert, welhes in Abshnitt 4.3 diskutiert wird. Gemessen werden im Ex-
periment die Populations- und Phasendierenz, die zwishen den beiden Potential-
töpfen auftreten, in Abhängigkeit der Zeit. Die Populationen werden direkt aus den
Intensitätsverteilungen bestimmt, die mit Hilfe einer CCD-Kamera aufgenommen
werden. Die Phasendierenz kann hingegen niht direkt gemessen werden, sondern
wird aus Interferenzbildern gewonnen. Die Teilhendihte im Doppelmuldenpoten-
tial ist näherungsweise als Summe zweier getrennter Wellenpakete zu sehen, die
sih bei Abshalten der Falle ausdehnen und miteinander ein Interferenzmuster
bilden, aus dem dann die Phasendierenz je nah Lage der Maxima abzulesen ist.
4.2 Theoretishe Beshreibung ultrakalter Bosonen
im Doppelmuldenpotential
4.2.1 Zwei-Moden-Näherung
Zur theoretishen Behandlung des in Abshnitt 4.1 vorgestellten Experiments soll
hier die Zwei-Moden-Näherung vorgestellt werden. Im Allgemeinen ist die theoreti-
she Beshreibung solher Vielteilhenprobleme niht einfah. Die dem Hamilton-
operator (2.1) entsprehende Vielteilhen-Shrödingergleihung ist aufgrund des
nihtlinearen Terms, der der Wehselwirkung der Atome untereinander zuzushrei-
ben ist, niht exakt lösbar und nur für sehr geringe Teilhenzahlen numerish ex-
akt zu behandeln [84℄. Allerdings kann im Rahmen der Zwei-Moden-Näherung
die Dimension des Hilbertraums gravierend verringert werden, was der speziel-
len Struktur des Energiespektrums des Doppelmuldenproblems geshuldet ist. Die
shwahe Kopplung, die den Josephson-Kontakt ermögliht, führt zu einer klei-
nen Aufspaltung in der Energie zwishen Grund- und erstem angeregtem Zustand
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des Doppelmuldenpotentials [68℄, wohingegen der Abstand zu den höher gelegenen
Zuständen deutlih gröÿer ist. Dies ist shematish in Abbildung 4.2 dargestellt.
Abbildung 4.2: Shematishe Darstellung des Energiespektrums im Doppelmuldenpo-
tential (blau). Der Grundzustand (GS) und der erste angeregte Zustand
(1.ES) liegen nahe beieinander im Vergleih zum nähsthöheren zweiten
angeregten Zustand (2.ES).
Für niedrige Temperaturen und kleine energetishe Anregungen sind daher ledig-
lih die beiden niedrigsten Energiezustände relevant, und der Einuss der höher
gelegenen, nur shwah besetzten Moden ist vernahlässigbar. Damit reduziert sih
die Dimension des Hilbertraums auf N +1 Fokzustände, wobei N die Anzahl der
Atome im Potential ist. Dies wird ersihtlih beim Betrahten der Fok-Anzahl-
Zustände |n1, n2〉: Es gibtN+1Möglihkeiten, die ununtersheidbaren Teilhen auf
die zwei Moden zu verteilen. Da zur theoretishen Behandlung höherer energeti-
sher Anregungen die Zwei-Moden-Näherung jedoh niht hinreihend ist, müssen
Multi-Moden-Theorien zur Anwendung kommen, wie sie z.B. in [85℄, [86℄ und
[87℄ diskutiert werden. Die vorliegende Arbeit wird sih allerdings ausshlieÿlih
mit der Zwei-Moden-Näherung beshäftigen.
Diese wurde in [88℄ zur theoretishen Beshreibung der Dynamik ultrakalter Boso-
nen im Doppelmuldenpotential eingeführt und seitdem in zahlreihen wissenshaft-
lihen Veröentlihungen diskutiert [89, 90, 91, 92, 93℄. Hier wird die Zwei-Moden-
Näherung in Anlehnung an [68℄ vorgestellt. Der Vielteilhen-Hamiltonoperator in
zweiter Quantisierung (2.3) bildet den Ausgangspunkt. Wie bereits in Kapitel 2.1
diskutiert, kann dieser für ultrakalte bosonishe Gase mithilfe der Streutheorie
36 4 Ultrakalte Bosonen im Doppelmuldenpotential
durh Einsetzen eines Kontaktpotentials stark vereinfaht werden. Für den Hamil-
tonoperator ergibt sih somit
Ĥ =
∫
[−ψ̂†(r) ~
2
2m
∇2ψ̂(r) + Vdw(r)ψ̂†(r)ψ̂(r)]dr +
g
2
∫
ψ̂†(r)ψ̂†(r)ψ̂(r)ψ̂(r)dr .
(4.2)
In dem Ausdruk steht g wieder für die Kopplungskonstante (2.6) und Vdw für
das Doppelmuldenpotential. Da aufgrund der tiefen Temperaturen nur die zwei
energetish niedrigsten Moden berüksihtigt werden, und zwar der Grundzustand
Φg(r) und der erste angeregte Zustand Φe(r), kann der Feldoperator anhand von
(2.8) folgendermaÿen entwikelt werden
ψ̂(r) = ĉgΦg(r) + ĉeΦe(r) , (4.3)
wobei die Einteilhen-Wellenfunktionen Φg,e Lösungen der stationären Gross-Pita-
evskii-Gleihung (2.10) darstellen und auf eins normiert sind:
∫
dr|Φg,e(r)|2 = 1.
Zudem bezeihnen ĉg und ĉe die Vernihteroperatoren für ein Teilhen im Grund-
bzw. angeregten Zustand. Zusammen mit den dazugehörigen Erzeugungsopera-
toren ĉ†g und ĉ
†
e erfüllen sie die in Abshnitt 2.1 aufgeführten gewöhnlihen bo-
sonishen Vertaushungsrelationen. Da der Grundzustand symmetrish und der
angeregte Zustand antisymmetrish ist (siehe Abbildung 4.3), bietet es sih an,
einen Basiswehsel zu den Zuständen Φl = Φg + Φe und Φr = Φg − Φe durh-
zuführen, deren Normen gerade der Anzahl der Teilhen im linken bzw. rehten
Potentialtopf entsprehen. Die Bezeihnungen links und rehts sind in diesem
System natürlih willkürlih gewählt. Sie sollen lediglih zum Ausdruk bringen,
dass die entsprehenden Wellenfunktionen auf untershiedlihen Seiten des Poten-
tials lokalisiert sind. Die Vernihtungsoperatoren der Anzahl-Zustände sind dann
a) b)
Abbildung 4.3: Die durhgezogene Linie stellt a) den Grundzustand und b) den ersten
angeregten Zustand im Doppelmuldenpotential dar, berehnet durh das
Lösen der stationären Gross-Pitaevskii-Gleihung (2.10) für N = 1150
Atome (aus [21℄). Die gestrihelte Linie zeigt jeweils die Wellenfunktio-
nen im harmonishen Potential ohne das überlagerte optishe Gitter.
4.2 Theoretishe Beshreibung ultrakalter Bosonen im Doppelmuldenpotential 37
ĉl =
1√
2
(ĉg + ĉe) und ĉr =
1√
2
(ĉg − ĉe), und in dieser Basis shreibt sih der Feld-
operator
ψ̂ =
1√
2
(ĉlΦl + ĉrΦr) . (4.4)
Setzt man diesen Feldoperator in den Hamiltonoperator (4.2) ein, so ndet sih
nah einigen Rehnungen [68, 92℄ der Zwei-Moden-Hamiltonian
Ĥ2M = U(ĉ
†
r ĉ
†
rĉrĉr + ĉ
†
l ĉ
†
l ĉlĉl)− T (ĉ
†
l ĉr + ĉ
†
rĉl) +
δE
4
(ĉ†l ĉr + ĉ
†
rĉl)
2 , (4.5)
mit den Parametern
U = κge
T =
1
2
(µe − µg)−
(N − 1)
2
(κee − κgg)
δE =
κgg + κee − 2κge
4
κij =
g
2
∫
dr|Φi|2|Φj |2 , wobei i, j = g, e
µg/e =
∫
dr
(
− ~
2
2m
Φg/e∇2Φg/e + Φg/e
(
Vdw + gN |Φg/e|2
)
Φg/e
)
.
Der erste Term im Zwei-Moden-Hamiltonoperator (4.5) beshreibt die lokaleWeh-
selwirkung der Atome in den Potentialtöpfen und ist oensihtlih mit der s-
Wellen-Streulänge verknüpft. Diese lässt sih mit Hilfe von sogenannten Fesh-
bahresonanzen verändern [14, 94℄, wodurh der Parameter U im Experiment
zu kontrollieren ist [30, 4℄. Der zweite Term beshreibt das Tunneln der Atome
durh die Potentialbarriere und ist ebenfalls im Experiment veränderlih, da er
mit der Barrierenhöhe V0 des Potentials zusammenhängt, die wiederum mit der
Intensität des optishen Gitters verknüpft ist. Der dritte nihtlineare Tunnelterm
berüksihtigt zusätzlih Zwei-Teilhen-Prozesse. Da dieser im diskutierten Ex-
periment um Gröÿenordnungen kleiner ist als die beiden ersten Terme, wird er
im Folgenden vernahlässigt (siehe zur Diskussion des nihtlinearen Tunnelterms
und dessen Auswirkungen [92℄). Man ndet shlieÿlih den wohlbekannten Bose-
Hubbard-Hamiltonian (2.8) für zwei Potentialtöpfe
ĤBH,2 = U(ĉ
†
r ĉ
†
rĉrĉr + ĉ
†
l ĉ
†
l ĉlĉl)− T (ĉ
†
l ĉr + ĉ
†
rĉl) , (4.6)
der bereits in Abshnitt 2.1 für eine groÿe Anzahl von Potentialtöpfen eingeführt
wurde. Zu ergänzen ist, dass zum Bose-Hubbard-Hamiltonian (4.6) für das ge-
kippte System ein weiterer Term +δ(n̂l− n̂r) hinzukommt mit δ als der Stärke der
Verkippung.
38 4 Ultrakalte Bosonen im Doppelmuldenpotential
Wie bereits ausgeführt reduziert sih die Dimension des Hilbertraums im Rahmen
der Zwei-Moden-Näherung auf N + 1, da die Wellenfunktion der N Atome eine
beliebige Superposition der N + 1 Fok-Zustände
|nl, nr〉 =
(ĉ†l )
nl
√
nl
(ĉ†r)
nr
√
nr
|0, 0〉
sein kann, wobei nl bzw. nr gerade für die Anzahl der Atome im linken bzw.
rehten Potentialtopf stehen. Diese hängen natürlih über die Gesamtteilhenzahl
zusammen: nl = N − nr. Deshalb wird der Übersihtlihkeit halber im Folgenden
statt nl nur noh n geshrieben, und nr wird zu N −n. Die Gesamtwellenfunktion
shreibt sih also als
|ψ〉 =
N∑
n=0
cn|n,N − n〉 oder kürzer |ψ〉 =
N∑
n=0
cn|n〉 . (4.7)
Bevor in Abshnitt 4.3 die Josephson-Dynamik diskutiert wird, soll in Abshnitt
4.2.2 die klassishe Approximation der Zwei-Moden-Näherung vorgestellt werden.
In dieser werden die Operatoren genau wie im Rahmen des Gross-Pitaevskii-
Ansatzes aus 2.2 durh komplexe Zahlen ersetzt, da davon auszugehen ist, dass
bei groÿen Besetzungszahlen die Eekte der zweiten Quantisierung keine entshei-
dende Rolle spielen.
4.2.2 Klassishe Beshreibung
Wie bereits in Abshnitt 2.2 diskutiert, können im Rahmen der Gross-Pitaevskii-
Beshreibung die Operatoren durh komplexe Zahlen ersetzt werden, wenn die da-
zugehörigen Moden hoh besetzt sind. Da bei ultrakalten Bosonen im Doppelmul-
denpotential nur die beiden niedrigsten Moden eine Rolle spielen (siehe Abshnitt
4.2.1), erfolgt für die Wellenfunktion der Zwei-Moden-Ansatz [88, 95, 96, 97℄
ψ(r, t) = ψg(t)Φg(r) + ψe(t)Φe(r) . (4.8)
Hier sind die Funktionen Φg/e wieder Lösungen der stationären Gross-Pitaevskii-
Gleihung (2.10). Einsetzen des Ansatzes (4.8) in die zeitabhängige GPE (2.9) und
Vernahlässigen von Überlapptermen vierter Ordnung der Zustände Φg/e führt zu
zwei gekoppelten Dierentialgleihungen der Amplituden ψg/e mit der Zeit. Nah
der Vorarbeit im vorangegangenen Abshnitt gelangt man allerdings zu den glei-
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hen Resultaten, wenn man die Operatoren im Bose-Hubbard-Hamiltonian (4.6)
mit komplexen Amplituden ersetzt
ĉl/r ⇒
√
nl/r(t) +
1
2
eiϕl/r(t)
ĉ†l/r ⇒
√
nl/r(t) +
1
2
e−iϕl/r(t) .
Man erhält eine klassishe Hamiltonfunktion in Abhängigkeit der Teilhenzahlen
im linken bzw. rehten Potentialtopf nl/r und der dazu kanonish konjugierten
Phasen ϕl/r. Da die Summe der Teilhenzahlen N erhalten ist, und die Hamil-
tonfunktion nur von der Dierenz der Phasen ϕl − ϕr abhängt, bietet sih eine
kanonishe Transformation in den Variablen
nl, nr, ϕl, ϕr → N = nl + nr, j =
nl − nr
2
, ϕ = ϕl − ϕr, Φ =
ϕl + ϕr
2
an. Dieser Shritt führt zu einer klassishen Hamiltonfunktion in Abhängigkeit der
Phasendierenz ϕ und der Populationsdierenz j
H(ϕ, j) =
1
2
UN2 − UN + 2Uj2 − 2T
√
(
(N + 1)
2
)2
− j2 cosϕ . (4.9)
Dabei spielen ϕ und j die Rolle von kanonish konjugiertem Ort und Impuls, so
dass für die Bewegungsgleihungen gilt
ϕ̇ =
∂H
∂j
= 4Uj +
2Tj
√
(
(N+1)
2
)2
− j2
cosϕ (4.10)
j̇ = −∂H
∂ϕ
= −2T
√
(
(N + 1)
2
)2
− j2 sinϕ .
Die Bewegungsgleihungen sind äquivalent zu den Bewegungsgleihungen eines
Pendels, dessen Länge vom Impuls abhängt [98℄, wobei hier der Phasenraum al-
lerdings in j endlih (−N/2 ≤ j ≤ N/2) und in ϕ periodish (−π ≤ ϕ ≤ π) ist.
Abshnitt 4.3.2 behandelt die Dynamik des Bose-Einstein-Kondensats im Rah-
men der hergeleiteten rein klassishen Bewegungsgleihungen (4.10), nahdem im
folgenden Abshnitt die volle quantenmehanishe Dynamik im Rahmen der Zwei-
Moden-Näherung diskutiert worden ist.
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4.3 Dynamik im Doppelmuldenpotential
Der bosonishe Josephson-Kontakt ist aus dynamisher Siht ein überaus inter-
essantes System. Das Kippen des Potentials realisiert die anfänglihe Auslenkung
der Bosonen (siehe Abshnitt 4.1). Durh diesen Quenh geraten die Atome in
Bewegung und können, je nah Barrierenhöhe des Potentials, zwishen den Mulden
hin und her tunneln. Zudem ist die Wehselwirkung zu beahten: Durh die weh-
selseitigen Zusammenstöÿe sollte das Gas relaxieren und in einen (vorübergehend)
stationären Zustand übergehen, soweit reduzierte Gröÿen wie z.B. die Anzahl der
Teilhen in den einzelnen Mulden betrahtet werden. Da das System als ein ge-
shlossenes endlihes Quantensystem aufgefasst wird, kann ein solher stationärer
Zustand natürlih niht endgültig sein. Solange die Freiheitsgrade des Systems
niht gegen unendlih gehen, ist mit sogenannten Revivals zu rehnen.
4.3.1 Dynamik im Rahmen der Zwei-Moden-Näherung
Nah 4.2.1 kann die Wellenfunktion in der Zwei-Moden-Näherung in Fok-Anzahl-
Zuständen entwikelt werden
|ψ〉 =
N∑
n=0
cn|n〉 .
Zur numerishen Bestimmung der Dynamik wird der Bose-Hubbard-Hamilton-
operator (4.6) aus Abshnitt 4.2.1 in der Fok-Basis diagonalisiert. Wie allgemein
bekannt ergibt sih dann für die Zeitentwiklung der Wellenfunktion
|ψ(t)〉 =
N∑
n=0
bne
−iEnt/~|φn〉 . (4.11)
Dabei sind En die N + 1 Eigenenergien mit den dazugehörigen Eigenzuständen
|φn〉. Die bn bezeihnen die Koezienten der Entwiklung der Wellenfunktion in
den Eigenmoden bn = 〈φn|ψ0〉 mit dem Anfangszustand |ψ0〉. Für die weiteren
Simulationen und Rehnungen wurde ~ gleih eins gesetzt. Die im Experiment ge-
messenen Observablen sind die Teilhenzahlen in den beiden Potentialtöpfen, die
den Erwartungswerten der Anzahloperatoren 〈ĉ†l ĉl〉 und 〈ĉ†rĉr〉 entsprehen. Ande-
rerseits ist es sinnvoll, die Populationsdierenz j = 1
2
(〈ĉ†l ĉl〉−〈ĉ†rĉr〉) zu betrahten
(wie bereits in Abshnitt 4.2.2), da sie aufgrund der festen Gesamtteilhenzahl N
einen Zusammenhang zwishen Nl und Nr herstellt. Für die Zeitentwiklung der
Populationsdierenz ergibt sih dann aus (4.11)
j(t) =
1
2
〈ψ(t)|ĉ†l ĉl − ĉ†rĉr|ψ(t)〉 =
∑
n,m
Anme
−i(En−Em)t , (4.12)
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wobei die Matrix Anm gegeben ist durh
Anm = bnb
∗
m〈φm|ĵ|φn〉 =
1
2
bnb
∗
m
N∑
l=0
(2l −N)〈φm|l〉〈l|φn〉 (4.13)
mit dem Operator ĵ = (n̂1 − n̂2)/2. Die resultierende Dynamik der Populati-
onsdierenz bzw. der Populationen in den Mulden lässt sih in Abhängigkeit der
Systemparameter N , U und T in drei Regime unterteilen [99, 100℄: das Rabi-,
Josephson- und Fok-Regime.
Da der Parameter Λ das dynamishe Regime des Systems festlegt, ist es sinn-
voll, ihn mit Λ = UN
T
zu denieren. Die physikalishen Eigenshaften der Regime
gehen aus den in Abhängigkeit von Λ untershiedlihen Energiespektren und Ei-
genshaften des Grundzustandes hervor, was noh näher zu erläutern sein wird.
Eine weitere entsheidende Gröÿe zur Charakterisierung der dynamishen Regime
ist die Kohärenz C(1) dieses Vielteilhenproblems [68℄. Sie kann quantitativ durh
die räumlihe Korrelationsfunktion g(1)(r, r′) erster Ordnung dargestellt werden
[89℄
g(1)(r, r′) =
|〈ψ̂†(r′)ψ̂(r)〉|
√
〈ψ̂†(r)ψ̂(r)〉〈ψ̂†(r′)ψ̂(r′)〉
.
Für symmetrishe Zustände der Form (4.7) wird aus dem in r und r′ kontinuier-
lihen g(1)(r, r′) ein diskreter Ausdruk mit dem Index links und rehts [89℄
C(1) = 〈ĉ
†
l ĉr + ĉ
†
rĉl〉
N
. (4.14)
Dieser Kohärenzfaktor erster Ordnung C(1) ist also dem Erwartungswert des Tun-
neloperators im Bose-Hubbard-Hamiltonian (4.6) äquivalent und steht in direktem
Zusammenhang mit der relativen Populationsdierenz zwishen Grund- und ers-
tem angeregtem Zustand. Dies ist leiht unter der Beahtung der Denitionen von
ĉl und ĉr zu sehen: Mit diesen ergibt sih nämlih
〈ĉ†l ĉr + ĉ†rĉl〉 = 〈ĉ†g ĉg − ĉ†eĉe〉 .
Rabi-Regime
Für festes N und sehr kleine Wehselwirkungen bzw. relativ groÿe Tunnelraten
(also kleine Barrierenhöhen des Potentials) nimmt Λ einen kleinen Wert an. Ist Λ
deutlih kleiner als eins, bendet sih das System imRabi-Regime, dem wehselwir-
kungsfreien Grenzfall, in dem die Atome mehr oder weniger unabhängig voneinan-
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der durh die Barriere tunneln. Dieses Verhalten zeigt sih im Energiespektrum in
Abbildung 4.4. Es entspriht näherungsweise dem linearen Spektrum eines harmo-
nishen Oszillators. Die Dynamik besteht nahezu ausshlieÿlih aus harmonishen
sogenannten Plasmaoszillationen um j = 0, also um die Stelle, an der sih in den
Mulden jeweils die gleihe Anzahl Atome bendet. Solh eine Dynamik zeigt Abbil-
dung 4.5, in der die Zeit durh Multiplizieren mit der sogenannten Plasmafrequenz
ωp einheitenlos gemaht wurde. Die Plasmafrequenz wird in Abshnitt 4.3.2 mit-
hilfe der klassishen Dynamik hergeleitet.
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Abbildung 4.4: Das nahezu harmonishe Energiespektrum des Bose-Hubbard-
Hamiltonians (4.6) im Rabi-Regime für Λ = 0.01, N = 30 und
T = 10.
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Abbildung 4.5: Dynamik der Populationsdierenz im Rabi-Regime für Λ = 0.01, N =
30 und T = 3 in der Zwei-Moden-Näherung, wobei ωp die sogenannte
Plasmafrequenz ist, die in Abshnitt 4.3.2 hergeleitet wird.
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Der Grundzustand im Rabi-Regime ist delokalisiert [68℄ und durh eine hohe Kohä-
renz ausgezeihnet, die es erlaubt, eine relative Phase zwishen den Materiewellen
in den beiden Töpfen zu denieren. Die klassishe Näherung aus dem vorangegan-
genen Abshnitt 4.2.2 erweist sih also besonders in diesem Regime als sinnvoll.
Fok-Regime
Für sehr groÿe Λ ≫ N2 bendet sih das Doppelmuldensystem im Fok-Regime.
Der dominierende Beitrag im Bose-Hubbard-Hamiltonian (4.6) ist durh die Weh-
selwirkung gegeben. Die Eigenfunktionen sind in der Anzahl-Basis stark lokalisiert,
besetzen also nur wenige Anzahlzustände, und die Kohärenz ist niedrig, so dass
eine Phase zwishen den Potentialtöpfen streng genommen niht zu denieren ist.
Das Energiespektrum im Fok-Regime ist dadurh harakterisiert, dass alle Ener-
gien als ein Doublet mit symmetrishem und antisymmetrishem Zustand auftre-
ten. Eine Ausnahme maht der Grundzustand bei gerader Gesamtteilhenzahl N .
Abbildung 4.6 zeigt ein entsprehendes Energiespektrum für
Λ
N2
≈ 14.
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Abbildung 4.6: Das fast ausshlieÿlih aus Doublets bestehende Energiespektrum des
Bose-Hubbard-Hamiltonians (4.6) im Fok-Regime für Λ = 1200, N =
30 und T = 1.
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Abbildung 4.7: Dynamik der Populationsdierenz im Fok-Regime für Λ = 1200, N =
30 und T = 1 in der Zwei-Moden-Näherung für vershiedene Zeitskalen.
Die Dynamik im Fok-Regime untersheidet sih gravierend von derjenigen im
Rabi-Regime. Da hier der Anfangszustand einer Superposition zweier entarteter
Zustände entspriht, führt dies zu kaum einer oder einer nur sehr langsamen Verän-
derung in der Zeit, so dass die Populationsdierenz nahezu konstant bleibt (siehe
Abbildung 4.7a)). Lediglih die Energiedierenz zwishen den Doublets löst eine
kleine shnelle Oszillation aus, was in der Abbildung 4.7b) zu sehen ist. Aufgrund
der mehr oder weniger konstanten Populationsdierenz wird dieses Regime auh
Self-Trapping-Regime (STR) genannt.
Josephson-Regime
Das Josephson-Regime ist unter dynamishen Gesihtspunkten wohl das inter-
essanteste unter den drei Regimen. Es liegt mit dem Wert von Λ im Zwishenbe-
reih mit 1 ≪ Λ ≪ N2 und vereint die Eigenshaften von Rabi- und Fok-Regime.
Wie im Fok-Regime sind die Eigenzustände im Josephson-Regime in der Anzahl-
basis lokalisiert. Die Kohärenz ist jedoh hoh ähnlih wie im Rabi-Regime, so
dass eine Phase zwishen den Potentialtöpfen zu denieren ist und die klassishe
Dynamik zumindest für kurze Zeiten noh eine gute Näherung sein sollte. Das
Energiespektrum, das die Eigenshaften der beiden anderen Regime vereint, ist
in Abbildung 4.8 dargestellt: Für Energien E < 2NT ist das Spektrum nahe-
zu harmonish, während es für gröÿere Energien E > 2NT die Doublet-Struktur
des Fok-Regimes annimmt. Die Präparation des Anfangszustandes erweist sih
also als entsheidend für die Dynamik: Für groÿe Werte der mittleren Energie er-
folgt eine Self-Trapping-Dynamik, bei der die Populationsdierenz einen von null
vershiedenen Wert annimmt. Kleinere mittlere Anfangsenergien lösen Plasmaos-
zillationen aus.
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Abbildung 4.8: Das Energiespektrum des Bose-Hubbard-Hamiltonians (4.6) im
Josephson-Regime für Λ = 10 und N = 30, T = 3, U = 1.
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Abbildung 4.9: Dynamik der Populationsdierenz im Josephson-Regime für Λ = 112.5,
N = 30 und T = 80 für untershiedlihe Anfangsauslenkungen in der
Zwei-Moden-Näherung. Die blaue Linie zeigt eine im Bereih der Plas-
maoszillationen gestartete Dynamik und die violette die Dynamik im
Self-Trapping-Bereih.
Im Gegensatz zum Rabi-Regime ist die Wehselwirkung im Josephson-Regime
niht zu vernahlässigen. Diese bewirkt eine Relaxation des Gases, so dass die Plas-
maoszillationen von Sequenzen bestehend aus nahezu gauÿförmigen Kollapsen und
Revivals überlagert sind. Der Abbildung 4.9 ist unter anderem die Dynamik der
Populationsdierenz zu entnehmen, deren Anfangsbedingung im Self-Trapping-
Bereih liegt. Diese Dynamik besteht aus von Kollapsen und Revivals überlager-
ten Oszillationen. Trotzdem ist der stationäre Wert zwishen den Revivals ungleih
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null. Die Dynamik einer Anfangsbedingung auÿerhalb des Self-Trapping-Bereihs
oszilliert hingegen um j = 0 (siehe Abbildung 4.9). In den Bereihen stationärer
Populationsdierenz ist die Anzahl der Atome in den beiden Mulden also ausge-
glihen.
Sobald die Anfangsbedingung sowohl im STR als auh im Bereih der Plasma-
oszillationen liegt, verliert die Dynamik der Populationsdierenz ihre klare Struk-
tur. Wird ein Wellenpaket in der Nähe von E = 2NT gestartet, so nden weder
harmonishe Oszillationen noh Kollapse oder Revivals statt: Die Dynamik ist
von unregelmäÿigem Charakter. Solh einen Fall zeigt die Abbildung 4.10, für die
Λ = 100, N = 100, T = 10 und j0 ≈ 10 gewählt wurden. Der Ursprung dieses
Verhaltens soll im folgenden Abshnitt 4.3.2 qualitativ erklärt werden.
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Abbildung 4.10: Dynamik der Populationsdierenz im Josephson-Regime für Λ = 100,
N = 100, T = 10 und j0 ≈ 10 in der Zwei-Moden-Näherung.
Die Heidelberger Gruppe um Professor Oberthaler konnte den Untershied zwi-
shen Rabi- und Self-Trapping-Regime eindruksvoll experimentell demonstrieren
[4℄. Abbildung 4.11 zeigt deren Ergebnisse für ultrakalte Bosonen im Doppelmul-
denpotential im Josephson-Regime: Je nah anfängliher Auslenkung bendet sih
das System im tunnelnden Regime der Plasmaoszillationen bzw. im STR, in dem
die Populationsdierenz nahezu konstant bleibt.
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Abbildung 4.11: Josephson-Dynamik zweier shwah gekoppelter Bose-Einstein-
Kondensate im symmetrishen Doppelmuldenpotential, gemessen von
der Gruppe um Professor Oberthaler (aus [4℄). a) Für kleine anfäng-
lihe Auslenkungen treten Rabi-Oszillationen auf. b) Für gröÿere
Auslenkungen bendet sih das System im Self-Trapping-Regime,
und die Populationen in den beiden Mulden sind mehr oder weniger
konstant.
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Abbildung 4.12: Dynamik der Populationsdierenz im Josephson-Regime für Λ = 5,
N = 100 und T = 10 in der Zwei-Moden-Näherung.
48 4 Ultrakalte Bosonen im Doppelmuldenpotential
Abbildung 4.12 zeigt die Zeitentwiklung der Populationsdierenz für Λ = 5, also
ebenfalls im Josephson-Regime. In diesem Graph werden die Revivals mit wah-
sender Zeit niedriger und sie verbreitern sih. Bei näherer Betrahtung sheinen die
relative Verbreiterung und Abnahme der Revivals mit wahsendem Λ und wah-
sender Anfangsauslenkung gröÿer zu werden. Weiterhin sind in der Abbildung 4.12
zwishen den Hauptrevivals der Populationsdierenz kleine Revivals zu erkennen,
die in 4.12b) noh einmal im Detail dargestellt sind. Oenbar treten sie ungefähr
auf einem Drittel der Zeitskala der primären Revivals auf. In Kapitel 5.4.4 soll
dieses Phänomen näher diskutiert werden.
Zusammenfassend betrahtet versprehen das Josephson-Regime selbst und sein
Übergangsbereih zum Rabi-Regime dynamish am interessantesten zu sein, so
dass der Fokus in den folgenden Kapiteln auf der Diskussion der Kollapse und
Revivals der Populationsdierenz in diesen Bereihen liegen soll. Es stellt sih z.B.
die Frage, ob bei unendlih vielen Freiheitsgraden eine Relaxation in einen dauer-
haften stationären Zustand in der Observablen j zu erwarten ist, also kein Revival
stattndet. Von Interesse wäre dann, ob die Form des Kollapses strikt gauÿförmig
bleibt, oder ob ein exponentieller Zerfall beobahtet werden kann. Weiterhin ist
zu untersuhen, wie die Kollaps- und Revivalzeiten mit den Systemparametern N ,
U und T zusammenhängen. Die Entstehung der Verbreiterung und Abnahme der
Revivals und der Ursprung der kleinen Revivals bieten weitere interessante For-
shungsansätze.
Zur Klärung dieser Fragen muss oensihtlih über die reine Numerik hinaus gegan-
gen werden. Denn obwohl sih die Dimension des Problems durh die Zwei-Moden-
Näherung auf N+1 reduziert, ist die Numerik nur bis zu einer Teilhenzahl von a.
10000 Atomen sinnvoll durhführbar. Daher wird im folgenden Abshnitt zunähst
die zur Zwei-Moden-Näherung äquivalente klassishe Dynamik diskutiert.
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4.3.2 Klassishe Dynamik und deren Darstellung
im Phasenraum
Wie in Abshnitt 4.2.2 und 2.2 diskutiert, können die Operatoren im Bose-Hubbard-
Hamiltonian (4.6) im Rahmen der Gross-Pitaevskii-Theorie durh komplexe Zah-
len ersetzt werden, vorausgesetzt die Teilhenzahlen sind entsprehend groÿ und
das System bendet sih im Rabi- oder Josephson-Regime, in denen jeweils die
Denition einer Phase ϕ sinnvoll ist. Dieser Shritt führt zu der klassishen Hamil-
tonfunktion (4.9) und den klassishen Bewegungsgleihungen (4.10) aus Abshnitt
4.2.2. Die resultierende klassishe Dynamik wird in der vorliegenden Arbeit als
rein klassish bezeihnet, um den Untershied zur ebenfalls klassishen Dynamik
einer ganzen Verteilung im Rahmen der Trunated Wigner Approximation her-
auszustellen. Die rein klassishe Dynamik wurde bereits umfassend in der Literatur
diskutiert [88, 97, 101, 102, 91, 93, 103, 104℄. Zu einer Untersuhung betrahtet
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Abbildung 4.13: Phasenräume der Hamiltonfunktion (4.6) für vershiedene Λ:
a) Λ = 0.01, N = 30, U = 0.001, b) Λ = 8, N = 30, U = 0.03,
) Λ = 112, N = 30, U = 300, d) Λ = 300, N = 30, U = 400.
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man den Phasenraum sinnvollerweise in Abhängigkeit des Parameters Λ (Abbil-
dung 4.13).
Im Rabi-Regime mit kleinen Wehselwirkungsstärken U ähnelt der Phasenraum
dem eines harmonishen Oszillators, da gerade die Wehselwirkung die Nihtli-
nearität erzeugt  ohne Wehselwirkung würden die Atome ausshlieÿlih mit der
sogenannten Plasmafrequenz ωp durh die Barriere tunneln. Die Plasmafrequenz
folgt aus der Entwiklung der Bewegungsgleihungen (4.10) für kleine j und ϕ [95℄.
Für kleine j und ϕ ergibt sih
j̇ ≈ −T (N + 1)ϕ
ϕ̇ ≈ 4T
(N + 1)
(Λ + 1)j ,
was einem harmonishen Oszillator mit der Frequenz
ωp = 2T
√
1 + Λ (4.15)
entspriht. Die resultierende rein klassishe Dynamik ist also eine Oszillation auf
den Äquipotentialähen der Hamiltonfunktion (4.9). Abweihend von der rein
klassishen Dynamik ist quantenmehanish eine Wellenfunktion zu propagieren.
Im Untershied dazu ist rein klassish lediglih eine Trajektorie im Phasenraum
zu betrahten, die dem Erwartungswert der Wellenfunktion entspriht. Da der
Grundzustand eines harmonishen Oszillators aber gerade gauÿsh ist, und ein
gauÿshes Wellenpaket in einem harmonishen Oszillator seine Form beibehält,
sollte die rein klassishe Dynamik die exakte Quantendynamik im Rabi-Regime
gut reproduzieren. Diese Annahme bestätigt Abbildung 4.14, in der die Gegen-
überstellung der Quantendynamik mit der klassishen Dynamik für relativ kleine
Wehselwirkungsstärken gezeigt wird. Oensihtlih ist die Dynamik gut mit den
klassishen Plasmaoszillationen zu beshreiben.
Beim Übergang zum Josephson-Regime nden zwei wihtige Veränderungen im
Phasenraum statt (siehe Abbildung 4.13). Zum einen gewinnt die durh die Weh-
selwirkung erzeugte Nihtlinearität an Bedeutung, so dass die Dynamik der Po-
pulationsdierenz immer stärker von der eines harmonishen Oszillators abweiht.
Wie in Abshnitt 4.3.1 erläutert, durhläuft die Populationsdierenz eine Sequenz
aus Kollapsen und Revivals, hervorgerufen durh die vermehrten Zusammenstöÿe
der Atome. Nun wird aber rein klassish gesehen eine einzelne Trajektorie im Pha-
senraum propagiert, deren Dynamik auf die Äquipotentialähen beshränkt ist
(siehe Abbildung 4.13). Die klassishen Bewegungsgleihungen (4.10) können so-
mit keine Zerfälle oder Revivals beshreiben. Diesen Sahverhalt zeigt Abbildung
4.15  oensihtlih reproduziert die rein klassishe Dynamik die exakte Dynamik
nur für sehr kurze Zeiten. Die rein klassishe Beshreibung lässt sih jedoh verbes-
sern, indem zu einer Verteilung über klassishe Trajektorien übergegangen wird,
anstatt nur eine einzelne in Betraht zu ziehen. Dieser Shritt steht im Einklang
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mit der im Theorieteil 3.3 vorgestellten Trunated Wigner Approximation, die
in Abshnitt 6.1 im Zusammenhang mit dem bosonishen Doppelmuldensystem
Anwendung nden wird.
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Abbildung 4.14: Rein klassishe (rot gestrihelt) und Quantendynamik (blau durhge-
zogen) im Rabi-Regime für Λ = 0.01, N = 30 und U = 0.001.
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Abbildung 4.15: Vergleih der rein klassishen (rot gestrihelt) und Quantendynamik
(blau durhgezogen) im Bereih zwishen Rabi- und Josephson-Regime
für Λ = 1, N = 30 und T = 3 in der Zwei-Moden-Näherung.
Was aber geshieht quantenmehanish im Phasenraum? Wie kommen die Kol-
lapse und Revivals zustande? Zur Veranshaulihung erfolgt abweihend von der
Publikation [105℄, in der die Husimifunktion untersuht wird, die Betrahtung der
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Wignerfunktion (2.16), die bekanntlih eine Wellenfunktion ψ im dazugehörigen
klassishen Phasenraum abbildet. In der diskreten Anzahl-Phasen-Darstellung er-
gibt sih [106℄
W (ϕ, n) =
1
2π
n∑
k=−n
ψ∗(n + k)ψ(n− k)e−2iϕk . (4.16)
Abbildung 4.16 zeigt die Zeitentwiklung der Wignerfunktion im Bereih zwishen
Rabi- und Josephson-Regime für Λ = 1. Zur Orientierung dient die Zeitentwik-
lung der Populationsdierenz im unteren Teil der Abbildung. Als Anfangszustand
ψ0 wurde der Grundzustand des gekippten Systems gewählt, also ein nahezu ko-
härenter Zustand. Mit voranshreitender Zeit bewegt sih das Wellenpaket für
einige Oszillationen mehr oder weniger auf den Äquipotentialähen des klassi-
shen Phasenraums (vgl. Abbildung 4.13), was zu den anfänglihen Oszillationen
der Populationsdierenz führt (Abbildungen 4.16a) bis 4.16f)) mit einer Periode
von t = 0 bis t = 0.8. Im weiteren Verlauf zerieÿt das Wellenpaket allerdings und
verteilt sih über den Phasenraum (Abbildung 4.16g) bis 4.16j)). Dies entspriht
der Equilibrierung der Populationsdierenz hin zu einem stationären Wert. Jedoh
wird oensihtlih kein ehter Gleihgewihtszustand erreiht, da das vershmierte
Wellenpaket sih weiterhin im Phasenraum bewegt und lediglih reduzierte Grö-
ÿen wie die Populationen in den Töpfen einen stationären Wert annehmen. Zum
Zeitpunkt t = 43.65 sheint die Abfolge erneut einzusetzen: Die Populationsdie-
renz durhläuft ein Revival. Das Wellenpaket sammelt sih nahezu im anfänglihen
Zustand (Abbildung 4.16k)), um dann erneut für einige Zeit im Phasenraum zu
oszillieren. Die Wellenfunktion durhläuft eine unendlihe Sequenz von Oszillatio-
nen, Kollaps und Revival.
Die zweite bedeutende Veränderung des Phasenraums für wahsendes Λ liegt im
Auftreten einer Bifurkation (siehe Abbildung 4.13b) und )), welhe mit Λ = 1
einsetzt [30℄. Es bilden sih zwei hyperbolishe Fixpunkte bei ϕ = ±π
2
und j = 0,
deren Separatrix den Self-Trapping-Bereih vom Bereih der Rabi-Oszillationen
trennt. Trajektorien, die im Self-Trapping-Bereih starten, oszillieren niht um
den Ursprung des Phasenraums, und die Populationsdierenz erreiht einen end-
lihen stationären Wert, wie in Abshnitt 4.3.1 erläutert. Weiter konnte gezeigt
werden [107, 108℄, dass die Quantendynamik oenbar zwishen elliptishen stabi-
len Fixpunkten und hyperbolishen instabilen Fixpunkten untersheidet: Sie folgt
der rein klassishen Dynamik an den stabilen und divergiert an den instabilen Fix-
punkten. Je näher ein Wellenpaket also den hyperbolishen Fixpunkten im Phasen-
raum kommt, desto shlehter sollten die rein klassishe Beshreibung und die auf
den klassishen Gleihungen basierenden Methoden in ihren Aussagen werden. Die
Existenz der hyperbolishen Fixpunkte erklärt zudem die unregelmäÿige Dynamik
der Populationsdierenz für Wellenpakete, die in die nähere Umgebung der Fix-
punkte hineinlaufen (also in der Nähe der Separatrix gestartet werden), was bereits
in Abshnitt 4.3.1 beobahtet wurde. Dieses Verhalten ist der Abbildung 4.17 zu
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Abbildung 4.16: Die Wignerverteilung zu untershiedlihen Zeitshritten für Λ = 1,
N = 30, U = 0.1. Die Graphiken a) bis f) zeigen, dass das anfänglihe
Wellenpaket zunähst auf den Äquipotentialähen im Phasenraum
(siehe Abbildung 4.13) oszilliert. Nah einigen Oszillationen verteilt
sih die Wellenfunktion aufgrund der Nihtlinearität jedoh über den
Phasenraum (Graphiken g) bis j)), so dass die Populationsdierenz
gleih null wird. Bei t = 43.65 ndet das Revival in der Abbildung k)
statt. Die untere Abbildung zeigt die dazugehörige Zeitentwiklung der
Populationsdierenz.
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entnehmen, die einen Vergleih der numerish exakten Ergebnisse mit der rein
klassishen Dynamik zeigt: Hier wurde ein Wellenpaket im STR, jedoh nahe am
Bereih der Plasmaoszillationen, gestartet, was in der Abbildung 4.17 unten zu
sehen ist. Die resultierende Dynamik weist keine reguläre Struktur auf (in der
Abbildung 4.17 oben), so dass die klassishen Bewegungsgleihungen (4.10) die
Dynamik selbst auf sehr kleinen Zeitskalen niht beshreiben können.
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Abbildung 4.17: Vergleih der rein klassishen (rot gestrihelt) und Quantendynamik
(blau durhgezogen) im Josephson-Regime für Λ = 100, N = 100,
T = 10 und j0 ≈ 10 in der Zwei-Moden-Näherung (oben). Darunter ist
die Wignerfunktion der dazugehörigen anfänglihen Wellenfunktion im
Phasenraum zu sehen. Die grauen Linien stellen Äquipotentialähen
der Hamiltonfunktion 4.9 dar.
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Wie in der Abbildung 4.13) gut zu sehen ist, steigt für wahsendes Λ der Anteil des
Self-Trapping-Bereihs am Gesamtphasenraum. Die Phasenraumstruktur liefert
somit auh eine qualitative Erklärung des Energiespektrums im Josephson-Regime:
Die mehr oder weniger linearen Eigenwerte im unteren Bereih des Spektrums ent-
sprehen dem inneren normalen Bereih der Plasmaoszillationen im Phasenraum,
die Doublets hingegen dem Self-Trapping-Bereih. Da dieser den normalen Be-
reih symmetrish umshlieÿt, treten die dazugehörigen Eigenwerte in Doublets
auf.
Als Ergebnis ist festzuhalten, dass die rein klassishe Dynamik die exakte Dynamik
im Josephson-Regime zwar nur für sehr kurze Zeiten beshreibt, jedoh wihtige
qualitative Erkenntnisse liefert, vor allem zur Form des Energiespektrums und zur
genannten Bifurkation.
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Abbildung 4.18: Vergleih der klassishen (rot gestrihelt) und Quantendynamik (blau
durhgezogen) im Fok-Regime für Λ = 12000, N = 30 und U = 400.
Im Fok-Regime füllt den Phasenraum nahezu vollständig der Self-Trapping-
Bereih (Abbildung 4.13d)). Obwohl die Denition einer Phase ϕ aufgrund der
fehlenden Kohärenz streng genommen niht mehr sinnvoll ist, lässt sih die Dyna-
mik  anders als im Josephson-Regime  wieder sowohl qualitativ als auh quan-
titativ mit Hilfe der klassishen Dynamik beshreiben (siehe Abbildung 4.18).
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Summa summarum gibt die klassishe Näherung im Rahmen der Gross-Pitaevskii-
Theorie die exakte Quantendynamik für die beiden extremen Rabi- und Fok-
Regime sehr genau wieder, versagt jedoh im dynamish interessanten Josephson-
Regime. Indem die Gross-Pitaevskii-Theorie lediglih Erwartungswerte behandelt,
sind mit ihr keine niht-trivialen Aussagen über den vollen N-Teilhenzustand
zu mahen. Trotzdem ist die rein klassishe Beshreibung in Teilaspekten auh
im Josephson-Regime erfolgreih, indem sie hilft, prinzipielle Fragen zu klären
und Aufshluss über bestimmte Sahverhalte zu geben, wie z.B. den Übergang
zum Self-Trapping-Regime und die Struktur des Energiespektrums. Um die ha-
rakteristishe, aus Oszillationen, Zerfällen und Revivals bestehende Dynamik im
Josephson-Regime beshreiben zu können, muss die Gross-Pitaevskii-Theorie je-
doh erweitert werden, was einen semiklassishen Ansatz nahe legt. Dieser wird
im folgenden Kapitel eingeführt und diskutiert.
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5 Semiklassishe Beshreibung
der Dynamik im
Doppelmuldenpotential
Gemäÿ der Herleitung in Abshnitt 4.3.2 lässt sih die exakte Dynamik der Popu-
lationsdierenz im Rahmen der Zwei-Moden-Näherung shreiben als
〈j(t)〉 =
∑
n,m
Anme
−i(En−Em)t .
Gäbe es einen analytishen Ausdruk für die Eigenenergien und die Matrix Anm,
so wäre im Prinzip auh die Dynamik der Populationsdierenz unabhängig von der
Gröÿe des Systems bekannt. Daher soll es das Ziel der folgenden Abshnitte sein,
mithilfe semiklassisher Methoden einen entsprehenden Ausdruk für die Matrix
Anm und das Energiespektrum herzuleiten, um Aussagen über die Dynamik im
Allgemeinen und die Relaxation in den reduzierten Gröÿen im Besonderen treen
zu können.
5.1 WKB-Näherung zur Bestimmung des Spektrums
Zur Berehnung des Energiespektrums des Bose-Hubbard-Hamiltonians (4.6) wird
die WKB-Näherung aus Abshnitt 3.1 Anwendung nden, wie sie in [45℄ vorgestellt
wurde. Mit ihrer Hilfe wurden shon die semiklassishen Wellenfunktionen [109℄
und die Energiestruktur in der Nähe der Fixpunkte [90, 110℄, sowie diejenige für
den wehselwirkungsfreien Grenzfall [98℄ und für den konkreten Fall Λ = 1 [111℄
untersuht. Hier soll allerdings über diese Sonderfälle hinausgegangen werden, um
zu möglihst allgemeinen Aussagen über das Energiespektrum zu gelangen. Aus-
gangspunkt der Überlegungen ist wieder die klassishe Hamiltonfunktion (4.6) aus
Abshnitt 4.2.2. Für diese werden nun  so wie in [45℄  Potentialkurven V −(j)
und V +(j) eingeführt, die den Bereih klassish erlaubter Energien einshlieÿen.
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Oensihtlih wird H(j, ϕ) (4.6) in Abhängigkeit von ϕ gerade minimal für ϕ = 0
und maximal für ϕ = π. Für die Potentialkurven ergibt sih
V −(j) = H(0, j) = T (N + 1) + 2Uj2 − 2T
√
(N + 1)2
4
− j2
V +(j) = H(π, j) = T (N + 1) + 2Uj2 + 2T
√
(N + 1)2
4
− j2 ,
wobei die Energieskala so gewählt wurde, dass V −(j = 0) = 0. Aus der Form der
Potentialkurven ist leiht die Art des Energiespektrums und der Übergang vom
Rabi- in das Josephson- bzw. Fok-Regime abzulesen, wie in Abbildung 5.1 zu
sehen. Diese zeigt die Potentialkurven für vershiedene Werte von Λ mit den da-
zugehörigen Eigenenergien. Für kleine Λ fällt der 2Uj2-Term in den Potentialen
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Abbildung 5.1: Die Potentialkurven V +(j) (blau) und V −(j) (violett) für untershied-
lihe Λ: a) Λ = 0.1, b) Λ = 1 und ) Λ = 10. Zum Vergleih die
dazugehörigen Energiespektren für d) Λ = 0.1, e) Λ = 1 und f) Λ = 10.
Die Doublets im Energiespektrum sind die Folge davon, dass V + ein
Minimum an der Stelle j = 0 durhläuft, so dass für eine feste Energie
E > V +(0) zwei möglihe klassishe Bahnen existieren.
noh niht ins Gewiht, so dass sih V + und V − nur im Vorzeihen untershei-
den (siehe Abbildung 5.1a)). Hier gleiht das Energiespektrum im Rabi-Regime
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dem eines harmonishen Oszillators. Mit wahsendem Λ verformt sih die Poten-
tialkurve V + zunehmend und lässt insbesondere den oberen Teil des Spektrums
von dem eines harmonishen Oszillators abweihen. Für Λ = 1 entsteht die im
Kapitel 4.3.2 erwähnte Bifurkation: Bei Λ > 1 durhläuft die obere Potential-
kurve an der Stelle j = 0 ein Minimum. Daher existieren für eine feste Energie
E > V +(0) = 2(N+1)T zwei möglihe klassishe Trajektorien, was zu dem Auftre-
ten der Doublets im oberen Teil des Energiespektrums führt (siehe Abbildung 5.1)
und f)). Die semiklassishe Betrahtung kann also sehr anshaulih klären, warum
die Grenze zwishen Self-Trapping-Bereih und dem der Plasmaoszillationen bei
E = 2(N + 1)T liegt, worauf in Abshnitt 4.3.1 hingewiesen wurde. Gröÿer wer-
dendes Λ lässt das Minimum stetig tiefer werden und den Energiebereih, in dem
zwei klassishe Bahnen existieren, mithin also den Anteil der Doublet-Struktur am
Energiespektrum, wahsen.
Für eine semiklassishe WKB-Näherung ist die klassishe Wirkung von Bedeu-
tung, die im Zuge der Näherung quantisiert wird. Der Wirkung S(E) entspriht
gerade der durh eine Äquipotentialkurve eingeshlossene Phasenraumbereih, so
dass die Wirkung mit der Energie von null am Minimum der Hamiltonfunktion
(4.6) bis auf 2π(N + 1) an ihrem Maximum wähst. Letzteres entspriht gerade
der gesamten verfügbaren Phasenraumähe. Die Wirkung wird folgendermaÿen
quantisiert [45℄
S =
∮
ϕ(j, E)dj = 4
∫ j+(E)
0
arccos


E − T (N + 1)− 2Uj2
2T
√
(N+1)2
4
− j2

 dj
!
= 2πn+ π .
(5.1)
In dieser Relation ist n die Quantenzahl, und ϕ(j, E) folgt aus dem Umstellen der
Hamiltonfunktion (4.6) zu fester Energie E nah ϕ. Die Energieskala wurde so ge-
wählt, dass die Wirkung an der Stelle E = 0 null ist. Die obere Integrationsgrenze
j+(E) entspriht dem positiven klassishen Umkehrpunkt auf der entsprehenden
Potentialkurve. Dieser wird aus der quadratishen Gleihung in j2 bestimmt, wel-
he aus der Bedingung folgt, dass die klassishe Geshwindigkeit vkl null wird
vkl = ±
√
(V +(j)− E)(E − V −(j)) != 0 .
Es ergibt sih
(j2)±(E) =
1
2U2
(
(EU − (ωp/2)2)±
√
(ωp/2)4 −EUω2p/(2(1 + Λ))
)
. (5.2)
Für das Regime, in dem Plasmaoszillationen auftreten, sind die relevanten Umkehr-
punkte ±j+(E). Die weiteren Umkehrpunkte ±j−(E) werden erst für Λ > 1 reell
und liegen auf der oberen Potentialkurve V +. Sie entsprehen den zusätzlih mög-
lihen Umkehrpunkten für den Fall, dass die Potentialkurve V + ein Minimum um
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j = 0 entwikelt, und sind für das Regime der Plasmaoszillationen niht relevant,
da in diesem lediglih kleinere Energien angeregt sind. Für E → 0 geht j+ ebenfalls
gegen null, während j− gegen eine Konstante geht, nämlih j− → −(ωp/(2U))2.
Das Integral in Ausdruk (5.1) ist nur numerish zu lösen. Mit seiner Hilfe können
die exakten Energieeigenwerte bereits ab einer Teilhenzahl von ungefähr N = 10
sehr gut reproduziert werden [98℄, obwohl die Semiklassik eher für groÿe Teilhen-
zahlen gute Ergebnisse liefern sollte. Andererseits war es die Zielsetzung, einen
analytishen Ausdruk für das Energiespektrum herzuleiten. Da das Integral in
(5.1) niht ohne weiteres analytish zu lösen ist, sind weitere Vereinfahungen vor-
zunehmen.
Im ersten Shritt wird die Ableitung des Integrals in Abhängigkeit der Energie
betrahtet mit
∂S
∂E
= 4
∫ j+(E)
0
dj
√
−4U2j4 + 4(EU − TU(N + 1)− T 2)j2 + 2T (N + 1)E −E2
.
(5.3)
Durh Substitution von λ = j/j− kann vereinfaht werden zu
∂S
∂E
=
2
U |j−(E)|
∫ 1
0
dλ
√
(1− λ2)(1− κ2λ2)
, (5.4)
mit κ2 = (j+)
2/(j−)
2
und (j+)
2
und (j−)
2
aus (5.2). Auh diese Ableitung des
Integrals (5.1) nah der Energie ist analytish niht zu lösen. Da hier das Regime
der Plasmaoszillationen betrahtet werden soll, also der Bereih kleiner Energien,
werden im Folgenden 1/|j−(E)| und κ für kleine Energien E entwikelt. Es ergibt
sih
κ ≈ − 2UΛ
ω2p(1 + Λ)
E +
4U2(1− 2Λ− Λ2)
ω4p(1 + Λ)
2
E2 + . . . (5.5)
und
1
U |j−(E)|
≈ 2
ωp
+
2U(2 + Λ)
ω3p(1 + Λ)
E +
24U2(1 + 3
4
Λ + 3
16
Λ2)
ω5p(1 + Λ)
2
E2 + . . . . (5.6)
Andererseits kann (1− κ2λ2) unter der Wurzel im Integral (5.4) für kleine κ (und
damit auh für kleine E) entwikelt werden
(1− λ2κ2) ≈ 1 + 1
2
λ2κ2 +
3
8
λ4κ4 + . . . ,
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so dass
∂S
∂E
≈ 2
U |j−(E)|





∫ 1
0
dλ√
1− λ2
︸ ︷︷ ︸
π/2
+
1
2
κ2
∫ 1
0
dλ λ2√
1− λ2
︸ ︷︷ ︸
π/4
+
3
8
κ4
∫ 1
0
dλ λ4√
1− λ2
︸ ︷︷ ︸
3π/16
+ . . .





.
Für diese Integrale sind analytishe Lösungen bekannt. Durh Einsetzen von (5.5)
und (5.6) folgt shlieÿlih
∂S
∂E
=
2π
ωp
+ 4π
U(1 + Λ/4)
ω3p(1 + Λ)
E + 6π
3U2(1 + Λ/3 + (Λ/4)2)
ω5p(1 + Λ)
2
E2 + . . . (5.7)
und damit gilt für das Energiespektrum
n(E) = S(E)/2π−1
2
= −1
2
+
1
ωp
E+
U(1 + Λ/4)
ω3p(1 + Λ)
E2+
3U2(1 + Λ/3 + (Λ/4)2)
ω5p(1 + Λ)
2
E3+. . . .
(5.8)
Wie zu erwarten ist der lineare Teil des Spektrums oensihtlih proportional zu
ωp. Allerdings tragen zusätzlih Korrekturterme bei, die für wahsendes Λ bzw.
wahsende Wehselwirkungsstärke U an Bedeutung zunehmen. Für Λ → 0 bleibt
nur der lineare Term bestehen: Es ergibt sih das Energiespektrum des harmoni-
shen Oszillators. Der Ausdruk (5.8) zeigt weiterhin, dass die Entwiklung in E
oenbar eine Entwiklung in dem dimensionslosen Parameter
ε =
UE
ω2p
=
1
2
Λ
1 + Λ
(
E
V +(0)
)
(5.9)
ist, denn V +(0) = 2T (N +1). Somit ist das Ergebnis für das Spektrum im Bereih
der Plasmaoszillationen (unabhängig von Λ) gültig, also für den Energiebereih
unterhalb des Minimums von V + mit E < V +(0). Zur Veranshaulihung wurden
in Abbildung 5.2 die numerish exakten Spektren dem analytishen Ausdruk (5.8)
bis zur dritten Ordnung in E für vershiedene Λ gegenüber gestellt. Oensihtlih
ist das Energiespektrum mithilfe des analytishen Ausdruks (5.8) für kleine Λ
nahezu exakt zu beshreiben (siehe Abbildung 5.2a)). In diesem Bereih nehmen
der quadratishe Term und derjenige dritter Ordnung sehr kleine Werte an, und es
dominiert der lineare harmonishe Anteil, der proportional zur Plasmafrequenz ist.
Bei Λ = 1 tritt eine langsame Verformung des Spektrums ein, das mit der Formel
(5.8) jedoh noh adäquat beshrieben wird (Abbildung 5.2b)). Für weiter wah-
sendes Λ ist der analytishe Ausdruk im Energiebereih der Plasmaoszillationen
(also im Bereih der nihtentarteten Eigenenergien) eine gute Näherung, wie in der
Abbildung 5.2) zu sehen ist. Die Doubletstruktur hingegen, die gerade dem Self-
Trapping-Bereih oberhalb von E > V +(0) entspriht (in der Abbildung 5.2)
als graue gestrihelte Linie dargestellt), kann mithilfe der bis zur dritten Ordnung
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Abbildung 5.2: Gegenüberstellung der numerish exakten (blau) und semiklassish bis
zur dritten Ordnung in E genäherten (rot) Energiespektren für vershie-
dene Λ: a) Λ = 0.1, b) Λ = 1, ) Λ = 10, mit jeweils N = 30 und T = 3.
In ) zeigt die graue Linie bei E = 2T (N +1) die Grenze zwishen dem
STR und dem Bereih der Plasmaoszillationen.
in E berüksihtigten Terme der Gleihung (5.8) oensihtlih nur sehr ungenau
reproduziert werden. Zu verbessern wäre dieses Ergebnis für Energien ≤ V +(0)
durh das Berüksihtigen höherer Ordnungen in der Energie.
Im Folgenden wird allerdings vom Plasmaoszillationsregime ausgegangen mit E <
V +(0): In diesem ist der analytishe Ausdruk des Energiespektrums (5.8) für alle
in der Abbildung 5.2 gezeigten Werte von Λ nahezu exakt.
5.2 Die Matrix Anm
Da nun das Energiespektrum näherungsweise bekannt ist, gilt es noh, einen ana-
lytishen Ausdruk für die Matrix Anm (4.13) in der Zeitentwiklung der Popu-
lationsdierenz (4.12) zu nden. In Anm sind die Anfangsbedingung (mittels der
Koezienten bn und b
∗
m) und Matrixelemente der Form 〈φm|ĵ|φn〉 enthalten. Die
Abbildung 5.3 zeigt die Matrix für vershiedene Werte von Λ. Nah 5.3a) und 5.3b)
sind bei kleinem Λ lediglih die ersten beiden Nebendiagonalen besetzt (m = n±1).
Für wahsendes Λ kommen weitere Beiträge auf den höheren ungeraden Nebendia-
gonalen hinzu (5.3)), während die Diagonale und die geraden Nebendiagonalen
ohne Einträge bleiben. Mit groÿem Λ und besonders unter Anfangsbedingungen,
die den Self-Trapping-Bereih tangieren (5.3d)), verliert die Matrix Anm ihre Re-
gelmäÿigkeit.
5.2 Die Matrix Anm 63
a)
n
m
b)
n
m
)
n
m
1
0
d)
n
m
Abbildung 5.3: Die Matrix Anm (4.13) für N = 30, T = 3 und vershiedene Λ:
a) Λ = 0.1, b) Λ = 0.5, ) Λ = 1, d) Λ = 10. Dabei steht dunkelblau für
den Wert null und rot für das jeweilige Maximum.
Dass die Diagonalelemente und die Elemente der geraden Nebendiagonalen iden-
tish null sind, wird nah einer näheren Betrahtung des Ausdruks
〈φm|ĵ|φn〉 =
N∑
l=0
(2l −N)〈φm|l〉〈l|φn〉
mit den Eigenfunktionen |φ〉 des Bose-Hubbard-Hamiltonians (4.6) klar. Aufgrund
der Symmetrie der Eigenfunktionen und des Faktors (2l−N) in der Summe kann
dieser Ausdruk keine Beiträge auf der Diagonalen und allen geraden Nebendia-
gonalen hervorbringen.
Zur Diskussion der ungeraden Nebendiagonalen soll im Folgenden ein harmonisher
Oszillator betrahtet werden. Für diesen sind die Eigenfunktionen im Ortsraum
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die Hermiteshen Polynome Hn(j) [112℄, die bekanntlih der Rekursionsrelation
gehorhen [113℄
jHn(j) =
1
2
Hn+1(j) + nHn−1(j) .
Einsetzen derselben in 〈φm|ĵ|φn〉 führt oensihtlih zu einer Summe von Kroneker-
Deltas δm,n+1 und δm,n−1. In der Folge besitzt die Matrix Anm für einen harmo-
nishen Oszillator exakt nur Einträge auf den ersten Nebendiagonalen. Lässt sih
das System mit einem harmonishen Oszillator vergleihen, wie es für kleine Λ der
Fall ist, so ist die Matrix mithilfe der Elemente An,n±1 vollständig beshrieben. Mit
wahsendem Λ nimmt die Abweihung von einem harmonishen Oszillator zu: Es
existieren immer mehr Einträge auf den höheren ungeraden Nebendiagonalen, wie
es in Abbildung 5.3 zu sehen ist. Allerdings gehorhen die Einträge einer strengen
Hierarhie
|Ann+1| ≫ |Ann+3| ≫ |Ann+5| ≫ . . . , (5.10)
so dass der Hauptbeitrag zur Dynamik von den ersten Nebendiagonalen herrührt.
Eine genauere Betrahtung der ungeraden Nebendiagonalen in Abhängigkeit von
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Abbildung 5.4: Die numerish bestimmte erste Nebendiagonale der Matrix Anm (4.13)
für N = 30, T = 3 und vershiedene Anfangsauslenkungen und Λ:
a) Λ = 0.1, b) Λ = 0.5, ) Λ = 1, d) Λ = 10. Die blaue Linie stellt einen
angetteten Gauÿ dar. Für den Fall Λ = 10 ist bereits die Unregelmäÿig-
keit zu erkennen, die auf die Bifurkation im Phasenraum zurükzuführen
ist.
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n, also der Elemente An,n−k (mit k = 1, 3, 5...), ist in Abbildung 5.4 darge-
stellt. Diese zeigt die numerish exakten An,n+1, die mit einem Gauÿ angettet
wurden, für vershiedene Werte von Λ zwishen 0.1 und 10 auf einer willkürli-
hen Skala. Es fällt ins Auge, dass die Nebendiagonale nahezu gauÿförmig besetzt
ist. Auh diese Regelmäÿigkeit geht verloren, sobald die Anfangsbedingung in den
Self-Trapping-Bereih hineinragt (5.4d)). In dem hier zu untersuhenden Bereih
der Plasmaoszillationen sind hauptsählih die energetish niedrig gelegenen Zu-
stände besetzt, womit die Gauÿförmigkeit der ungeraden Nebendiagonalen gege-
ben ist (siehe Abbildung 5.4). Diese rührt von der n-Abhängigkeit des Überlapps
bn = 〈φn|ψ0〉 her, die in den Abshnitten 5.2.1 und 5.2.2 noh zu diskutieren bleibt.
Die starke gauÿähnlihe Abhängigkeit der Koezienten bn von n beherrsht of-
fensihtlih die n-Abhängigkeit der besetzten Nebendiagonalen, so dass für die
n-Abhängigkeit von Anm die Aussage getroen werden kann
An,n−k ≈ bnb∗n−kdk , (5.11)
mit den n-unabhängigen Parametern dk, die hier als Maximum der Gröÿe 〈φn−k|ĵ|φn〉
in n angesetzt werden. Für diese gilt nah (5.10)
|d1| ≫ |d3| ≫ |d5| ≫ . . . . (5.12)
Zur Veranshaulihung zeigt die Abbildung 5.5 das Verhältnis d3/d1 in Abhängig-
keit von Λ für vershiedene Anfangsauslenkungen j0. Deutlih wird der sehr kleine
Wert (< 0.1), den d3/d1 für alle dargestellten Parameter, insbesondere jedoh für
sehr kleine Λ annimmt. Zudem steigt nah der Abbildung das Verhältnis der dk pro-
portional zu wahsendem Λ. Auh dieses Phänomen ndet seine Erklärung in der
Tatsahe, dass für kleine Werte von Λ das System einem harmonishen Oszillator
gleiht: Der Beitrag der höheren Nebendiagonalen in Anm ist somit vershwindend
klein. Dass der Betrag von d3/d1 ebenfalls mit der Anfangsauslenkung j0 wähst, ist
wiederum der harmonishen Oszillator-Ähnlihkeit geshuldet. Zusammenfassend
kann über die Struktur der Matrix Anm gesagt werden:
1. Es gibt keine Einträge auf der Diagonalen und den geraden Nebendiagonalen
aufgrund der Symmetrie der Eigenzustände.
2. Je kleiner Λ und j0, desto weniger ungerade Nebendiagonalen sind nennens-
wert besetzt, da das System mehr und mehr einem harmonishen Oszillator
gleiht.
3. Die gauÿshe Form der besetzten Nebendiagonalen ist durh die Form der
Koezienten bn (5.19) festgelegt.
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Abbildung 5.5: Numerish bestimmtes Verhältnis d3/d1 in Abhängigkeit von Λ für N =
100 und T = 10 für vershiedene Anfangsauslenkungen j0. Die Rauten
stehen für j0 = 5, die Quadrate für j0 = 10 und die Kreise für j0 = 20.
5.2.1 Der Anfangszustand
Zur analytishen Bestimmung der Koezienten bn = 〈φn|ψ0〉 gilt es im ersten
Shritt, den Anfangszustand ψ0 zu identizieren und zu untersuhen. Dieser ist
in der vorliegenden Arbeit stets der Grundzustand des gekippten Systems, dessen
Hamiltonfunktion
H(j, ϕ) = konst + 2Uj2 − 2T
√
(
(N + 1)
2
)2
− j2 cosϕ+ 2δj (5.13)
um ihr Minimum j0 und ϕ = 0 harmonish approximiert wird. Es ergibt sih
Hha(j, ϕ) ≈ konst +
(
2δ − 2Tj
3
0
((N + 1)2/4− j20)
3/2
)
j
+
(
2U +
T
√
(N + 1)2/4− j20
+
Tj20
((N + 1)2/4− j20)
3/2
)
j2
+ T
√
(N + 1)2/4− j20ϕ2 +O(j3, ϕ3) . (5.14)
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Abbildung 5.6: Gegenüberstellung des analytishen Ausdruks des Anfangszustandes
|ψ0|2 (rote durhgezogene Linie) mit dem numerish exakten Ergebnis
(blaue Punkte) für N = 30, T = 3 und vershiedene Λ: a) Λ = 0.1, b)
Λ = 1, ) Λ = 10, d) Λ = 100.
Der Grundzustand eines harmonishen Oszillators hat bekanntlih die Form einer
Gauÿkurve [112℄, und für (5.14) folgt im Impulsraum (also in Abhängigkeit von
j) der Grundzustand
|ψ(t = 0)|2 = |φ0(j)|2 =
1√
2πσ2
exp
(
− 1
2σ2
(j − j0)2
)
, (5.15)
mit
σ2 =
N
4
1− (2j0/N)2
√
Λ(1− (2j0/N)2)3/2 + 1
. (5.16)
Der Anfangszustand ist also eine Gauÿverteilung, die  je nah Stärke der Verkip-
pung  um j0 aus dem Gleihgewiht ausgelenkt ist, wobei j0 aus der Extremal-
bedingung
dH(j,ϕ=0)
dj
= 0 folgt. Der Übersiht halber wurde die Breite des Gauÿ
mit σ abgekürzt. Je mehr die exakte Hamiltonfunktion (5.13) einem harmonishen
Oszillator gleiht, also je kleiner Λ und j, desto besser sollte der Anfangszustand
durh (5.15) wiedergegeben sein. In Abbildung 5.6 wurden für vershiedene Werte
von Λ sowohl die analytish bestimmten (5.15) als auh die numerish exakten An-
fangszustände dargestellt. Erkennbar beshreibt der hergeleitete Ausdruk (5.15)
den Grundzustand des gekippten Systems durhgehend für alle Λ sehr gut. In
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Übereinstimmung mit den Ergebnissen der Diskussion in Abshnitt 4.3.1 zeigt die
Abbildung zudem, dass der Grundzustand für wahsendes Λ immer stärker in der
Anzahlbasis lokalisiert.
5.2.2 Reexionsprinzip
Indem der bereits in Abshnitt 5.2.1 identizierte Anfangszustand ψ0(j) mithilfe
des vor allem aus der Molekülphysik bekannten Reexionsprinzips [114℄ in den
Energieraum gespiegelt wird (siehe Abbildung 5.7), lassen sih die Koezienten
bn = 〈φn|ψ0〉 näher fassen. Im Allgemeinen wird das Reexionsprinzip zur Bestim-
mung von Überlappintegralen eines anfänglihen Wellenpakets ψ0(j), welhes um
j ≈ j0 lokalisiert, mit den Energieeigenfunktionen |φE〉 eines Hamiltonoperators
mit Potential V (j) eingesetzt. Vor allem kommt es bei der direkten Photodissozia-
tion von Molekülen zur Anwendung, wo das Absorptionsspektrum die Verteilung
des Ortsraum-Wellenpakets im Grundzustand widerspiegelt. Die Reexion erfolgt
an der Tangente des Potentials V (j) des angeregten Zustandes, welhe am Ort des
Maximums des Wellenpakets (j0) angelegt wird. In dieser Arbeit ist die Spiegelung
des Wellenpakets vom gekippten in das ungekippte System von Interesse. Im Fo-
kus steht die Verteilung des Anfangszustands in Abhängigkeit der Energie, die an
der Tangente des Potentials V − gespiegelt wird (siehe Abbildung 5.7). Nah der
Reexion des Anfangszustands (5.15) an der Tangente
T (j) =
dV −
dj
∣
∣
∣
∣
j0
(j − j0) =
(
4Uj0 +
2Uj0
√
(N + 1)2/4− j20
)
(j − j0)
ist die Verteilung in Abhängigkeit der Energie gerade
b(E) = 〈ψE |ψ0〉 = c ψ0
(
E − V (j0)
V ′(j0)
)
. (5.17)
Die Breite der Verteilung in der Energie ∆E ist hier sowohl proportional zur Breite
der Verteilung in der Populationsdierenz ∆j, als auh zur Steigung des Potentials
V ′(j0) [114℄: Je steiler die Potentialkurve, desto shmaler wird das Spektrum und
umgekehrt.
Im Kontext des Reexionsprinzips sind die Eigenfunktionen in der Energie nor-
miert, es gilt 〈φEn|φE′m〉 = δ(En−E ′m). Daher folgt für die Normierung der Eigen-
funktionen |φn〉
〈φEn|φE′m〉 = δ(En − E ′m) =
∣
∣
∣
∣
∂n
∂E
∣
∣
∣
∣
δnm =
∣
∣
∣
∣
∂n
∂E
∣
∣
∣
∣
〈φn|φm〉 .
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Abbildung 5.7: Shematishe Darstellung des Reexionsprinzips: Der Anfangszustand
in der Anzahlbasis (grün) wird an der Tangente (shwarz) des Potentials
(V − blau, V + violett) in den Energieraum gespiegelt (rot).
Somit gilt für die Koezienten bn = c
√
dE
dn
ψ0
(
En−V (j0)
V ′(j0)
)
, und mit der Normie-
rungsbedingung
1 =
∑
n
|bn|2 ≈
∫
dn|cn|2
ergibt sih auÿerdem die Konstante zu c = 1/
√
V ′(j0). Shlieÿlih folgt für die
Koezienten im Allgemeinen
bn = 〈φn|ψ0〉 =
1
√
V ′(j0)
√
dE
dn
ψ0
(
En − V (j0)
V ′(j0)
)
. (5.18)
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Da in dieser Arbeit stets von dem Grundzustand des gekippten Systems als An-
fangszustand ausgegangen wird, um möglihst nah an den relevanten Experimen-
ten zu bleiben [68, 4, 30℄, ergibt sih mit (5.15)
bn =
1
4
√
2πσ2
1
√
V ′(j0)
√
dE
dn
exp
(
1
4σ2
(
En − V (j0)
V ′(j0)
)2
)
. (5.19)
Für die Koezienten bn konnte letztlih ein Ausdruk hergeleitet werden, der aus-
shlieÿlih von den systemrelevanten Parametern U , T , N und der anfänglihen
Auslenkung δ bzw. j0 abhängt. Zusammen mit den Ergebnissen (5.11) aus Ab-
shnitt 5.2 folgt dann für die Matrix Anm
Anm =



dk
1√
2πσ2
1
V ′(j0)
dE
dn
exp
(
1
4σ2
(
En−V (j0)
V ′(j0)
)2
)
exp
(
1
4σ2
(
En−k−V (j0)
V ′(j0)
)2
)
,
wenn m = n± k mit k = 1, 3, 5, . . .
0 sonst .
(5.20)
5.3 Semiklassishe Dynamik der
Populationsdierenz
Nahdem nun bereits die Diagonalstruktur der Matrix Anm erklärt und ein analy-
tisher Ausdruk für deren Elemente gefunden wurde, folgt für die Zeitentwiklung
der Populationsdierenz (4.12)
j(t) ≈
∑
n,k
An,n−k exp (−i(En − En−k)t) + c.c. , (5.21)
mit k = 1, 3, 5, . . . . Unter Zuhilfenahme der aus der Fourier-Analysis bekannten
Poissonshen Summenformel [115℄ kann im Weiteren die Summe über n ersetzt
werden
∑
n
f(n) =
∑
m
∫ ∞
−∞
dnf(n) exp(2πimn) .
Einsetzen des Ergebnisses für An,n−k (5.20) in (5.21) führt für die Dynamik der
Populationsdierenz zum Ausdruk
j(t) =
∑
k=1,3,5,...
dk
∞∑
−∞
Ikm(t) + c.c. , (5.22)
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mit Summanden Ikm(t) der Form
Ikm(t) =
∫
dn
dE
dn
1
V ′(j0)
ψ0
(
En − V (j0)
V ′(j0)
)
ψ∗0
(
En−k − V (j0)
V ′(j0)
)
e−i(En−En−k)te2πimn .
(5.23)
Dieser Ausdruk wirkt auf den ersten Blik ziemlih kompliziert, lässt sih jedoh
weiter vereinfahen. Statt über n bietet sih die Integration über E an. Aufgrund
der starken Hierarhie der dk (5.12) sheinen nur sehr kleine Werte von k, also
k = 1, 3, einzugehen. Somit ist die k-Abhängigkeit im Reexionsprinzip zu ver-
nahlässigen, und es gilt b∗n−k ≈ bn. Für solh kleine k kann im nähsten Shritt
die Dierenz der Energieeigenwerte ersetzt werden gemäÿ
En −En−k ≈
dE
dn
k =
2πk
S ′(E)
.
Shlieÿlih wird auf 2πn im Exponenten des Integrals (5.23) die Quantisierungs-
vorshrift 2πn = S(E)− π (5.1) angewendet mit dem Ergebnis
Ikm(t) = Im(τ) = e
iπm
∫
dE
1
V ′(j0)
∣
∣
∣
∣
ψ0
(
E − V (j0)
V ′(j0)
) ∣
∣
∣
∣
2
e
− 2πiτ
S′(E) eimS(E) (5.24)
und τ = kt. Dieser Ausdruk ist unabhängig von der Form des Energiespektrums
und den Eigenshaften des Anfangszustands allgemein gültig: Er ist eines der wih-
tigsten Ergebnisse der vorliegenden Arbeit [31℄.
Im Fall eines gauÿshen Anfangszustands mit besetzten Energien im Bereih der
Plasmaoszillationen (E < V +(0)) lässt sih das Ergebnis sogar noh weiter verein-
fahen. Der analytishe Ausdruk der Wirkung (5.8) kann bis zur zweiten Ordnung
eingesetzt werden. Für die Ableitung der Wirkung S ′(E) wurde im weiteren in Ab-
shnitt (5.1) ein analytisher Ausdruk gefunden (5.7), dessen Kehrwert hier bis
zur zweiten Ordnung entwikelt wird
2π
S ′(E)
≈ ωp
(
1− 2UE
ω2p
(
1 + Λ
4
1 + Λ
)
− U
2E2
ω4p
(
5 + Λ + 5
(
Λ
4
)2
(1 + Λ)2
))
.
Letztlih erhält man zusammen mit dem analytish bekannten Anfangszustand
(5.15) ein Integral über eine Gauÿkurve, welhes analytish zu lösen ist. Nah
einigen Umformungen folgt shlieÿlih für die Dynamik der Populationsdierenz
der geshlossene Ausdruk
j(t) =
∑
k=1,3,5,..
dk
∞∑
m=0
2
(1 + A2)1/4
cos (ω̃pτ − ϕ̃) exp
(
− 1
2(1 + A2)
(
τ −mTrev
Tkollaps
)2
)
,
(5.25)
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mit den Parametern
A = τΣτ −mΣm (5.26)
ω̃p = ωp(1− 2c1g − 5c2g2) (5.27)
Trev =
π
U
(1 + 2c1g)
(c1 + 5c2g)
(5.28)
Tkollaps =
1
2g∆V0ωp(c1 + 5c2g)
(5.29)
und den Λ-abhängigen Zahlen
c1 =
1 + Λ/4
1 + Λ
c2 =
1 + Λ
5
+ Λ
2
42
(1 + Λ)2
.
Auÿerdem ist
g =
UV (j0)
ω2p
ein dimensionsloser Wehselwirkungsparameter, und die Gröÿe
∆V0 = σV
′(j0)/V (j0)
beshreibt die Breite des Wellenpakets im Verhältnis zu der mittleren angeregten
Energie. Die restlihen Parameter sind deniert wie folgt
ϕ̃ = −mϕm +
1
2
arctanA−
A
(
τ−mTrev
Tkollaps
)2
2(1 + A2)
ϕm = 2πV̄ (1 + c1g − 1/(2V̄ ))
V̄ = V (j0)/ωp
A = τΣτ −mΣm (5.30)
Στ = 10c2(∆V0)
2g2ωp
Σm = 4πc1(∆V0)
2gV̄ .
Für die mithilfe semiklassisher Methoden hergeleitete Gleihung (5.25) ist grund-
sätzlih festzuhalten, dass sie die Dynamik der Populationsdierenz vollständig
in Abhängigkeit der (wenigen) relevanten Systemparameter N , U , T und j0 be-
shreibt. Alle weiteren Gröÿen hängen ausshlieÿlih von diesen Parametern ab.
Zur Struktur der Gleihung (5.25) lassen sih diverse Aussagen treen: Oenbar
handelt es sih um eine harmonishe Shwingung der Frequenz ω̃p moduliert mit
einer Phase ϕ̃ = ϕ̃(τ,m). Diese wird von einer Sequenz (Summe über m) aus durh
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den Faktor (1+A2)−1/4 leiht verzerrten Gauÿfunktionen eingehüllt, so wie es nah
Abshnitt 4.3 zu erwarten war. Für m = 0 ergibt sih der Zerfall des Signals mit
der Kollapszeit Tkollaps und für m = 1, 2, ... das erste, zweite usw. Revival der
Populationsdierenz mit der Revivalzeit Trev. Der Parameter A (5.30) führt zu
einer langsamen Verbreiterung und Abshwähung des Signals mit m und der Zeit
τ . Dieser Einuss wird bedeutend mit wahsendem Λ. Somit nden wiederum die
Ergebnisse aus Abshnitt 4.3 Bestätigung, nah denen die Revivals für wahsendes
Λ an Höhe verlieren und sih verbreitern. Die Phase ϕ̃ ändert sih nur langsam
in der Zeit und wird in der Folge ausshlieÿlih für sehr groÿe Zeiten τ relevant.
Weiterhin berüksihtigt die Summe über k die Beiträge der höheren Nebendia-
gonalen (k = 3, 5, . . .), was zu kleineren Revivals in der Gröÿenordnung von dk
führt. Dieser Sahverhalt wird in Abshnitt 5.4.4 im Detail betrahtet.
5.3.1 Rabi-Limes
Bevor als wesentlihe Eigenshaften des analytishen Ausdruks (5.25) sowohl die
Frequenz der Plasmaoszillationen (5.27) als auh die Kollaps- bzw. Revivalzeit
(5.29) und (5.28) vorgestellt werden, soll auf den Grenzfall sehr kleiner Λ einge-
gangen werden. In diesem Rabi-Limes Λ → 0 ist nämlih das Integral (5.3) ohne
weitere Approximationen analytish zu lösen. Für das Spektrum ergibt sih die
simple Formel
ERabi(n) = ωpn− Un2 ,
und nah einigen Rehnungen folgt für die Dynamik der Populationsdierenz der
Ausdruk
jRabi(t) ≈ j0
∑
m
cos (ωp(1− 2g)t+ 2πV (j0)/ωpm) exp
(
−2ω2pg2(∆V0)2
(
t− πm
U
)2
)
.
(5.31)
Dieses Ergebnis ist mit einer adäquaten Identikation der Parameter in der Lite-
ratur [94℄ zu nden, und es lässt sih einfah zeigen, dass diese Formel tatsählih
aus der komplexeren und mähtigeren Formel (5.25) für den Grenzfall Λ → 0 folgt,
was in den Abshnitten 5.4.2 und 5.4.3 im Detail diskutiert wird.
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5.4 Ergebnisse: Vergleih numerish exakt vs.
Semiklassik und Rabi-Limes
Die im vorangegangenen Abshnitt hergeleiteten analytishen Ausdrüke beshrei-
ben die Dynamik der Populationsdierenz im Doppelmuldenpotential vollständig.
Inwieweit die Erwartung zutrit, dass die Formel (5.25) für beliebige Werte von Λ
gilt, soll im Folgenden untersuht werden. Dazu erfolgt eine Gegenüberstellung der
Ergebnisse (für allgemeines Λ und im Rabi-Limes) und der numerish exakten Re-
sultate. Die Abbildungen 5.8 bis 5.11 zeigen solh einen Vergleih für vershiedene
Werte von Λ zwishen 0.1 und 25.
Nah den Graphen beshreibt der semiklassish gewonnene analytishe Ausdruk
(5.25) die Numerik für alle Werte von Λ tatsählih nahezu exakt. Im Gegensatz
dazu ist die einfahere Formel (5.31) oensihtlih nur für sehr kleine Werte von Λ
gültig (Abbildung 5.8 mit Λ = 0.1), was genau den zugrunde gelegten Annahmen
entspriht. Mit wahsendem Λ weiht die Näherung im Rabi-Limes immer stärker
von sowohl der exakten als auh der semiklassishen Formel ab, wie aus den Ab-
bildungen 5.9 bis 5.11 hervorgeht.
Diese hohe Übereinstimmung der Semiklassik mit den exakten Resultaten ist ein
erstaunlihes und wihtiges Ergebnis im Hinblik auf den zugrunde gelegten brei-
ten Wertebereih von Λ. Im Weiteren sind noh die die Dynamik dominierenden
Gröÿen ω̃p, Trev und Tkollaps und deren Abhängigkeit von den relevanten System-
parametern zu diskutieren.
5.4.1 Oszillationsfrequenz
Für beliebige Werte von Λ ergibt sih die Frequenz der Plasmaoszillationen als
ω̃p = ωp(1− 2c1g − 5c2g2) .
Im Untershied zur klassishen Plasmafrequenz ωp ist sie gültig für beliebige Werte
von Λ und das sowohl im Rabi- als auh im Josephson-Regime. Für Λ → 0 im Rabi-
Regime ergibt sih shliht die bekannte Plasmafrequenz ωp, da die Konstanten c1
und c2 oensihtlih gleih eins werden, und der Parameter g in diesem Limes
gegen null geht. Leiht erkennbar ist dieser Sahverhalt nah der Abshätzung der
Konstanten g
g ≈ 1
8
(
2j0
N
)2
Λ . (5.32)
Die Abshätzung (5.32) folgt aus der harmonishen Approximation des Potentials
V (j0), was für kleine j0 adäquat sein sollte. Der Ausdruk demonstriert, dass g für
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Abbildung 5.8: Zeitentwiklung der Populationsdierenz j im Doppelmuldenpotential
a) numerish exaktes Ergebnis
b) semiklassisher Ausdruk (5.25) und
) analytisher Ausdruk im Rabi-Limes (5.31)
jeweils in Abhängigkeit der dimensionslosen Zeit t̃ =
ω̃pt
2π für Λ = 0.1,
N = 100, T = 10 und j0 = 20.
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Abbildung 5.9: Zeitentwiklung der Populationsdierenz j im Doppelmuldenpotential
a) numerish exaktes Ergebnis
b) semiklassisher Ausdruk (5.25) und
) analytisher Ausdruk im Rabi-Limes (5.31)
jeweils in Abhängigkeit der dimensionslosen Zeit t̃ =
ω̃pt
2π für Λ = 1,
N = 100, T = 10 und j0 = 20.
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Abbildung 5.10: Zeitentwiklung der Populationsdierenz j im Doppelmuldenpotential
a) numerish exaktes Ergebnis
b) semiklassisher Ausdruk (5.25) und
) analytisher Ausdruk im Rabi-Limes (5.31)
jeweils in Abhängigkeit der dimensionslosen Zeit t̃ =
ω̃pt
2π für Λ = 10,
N = 100, T = 10 und j0 = 10.
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Abbildung 5.11: Zeitentwiklung der Populationsdierenz j im Doppelmuldenpotential
a) numerish exaktes Ergebnis
b) semiklassisher Ausdruk (5.25) und
) analytisher Ausdruk im Rabi-Limes (5.31)
jeweils in Abhängigkeit der dimensionslosen Zeit t̃ =
ω̃pt
2π für Λ = 25,
N = 100, T = 10 und j0 = 10.
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feste anfänglihe Auslenkung j0 proportional zu Λ ist. Somit wird g gleih null für
Λ → 0 und groÿ für wahsendes Λ. In letzterem Fall nimmt die Bedeutung des
Korrekturterms in der semiklassishen Plasmafrequenz ω̃p stetig zu und lässt die
ehte Frequenz der Oszillationen immer deutliher von ωp abweihen. Die Abbil-
dungen 5.8 bis 5.11 illustrieren ebendiesen Zusammenhang, dass für wahsendes
Λ die Näherung für den Rabi-Grenzfall (5.31) keine sinnvollen Aussagen über die
tatsählihe Oszillationsfrequenz mehr trit, wohingegen ω̃p (4.15) weiterhin ein
nahezu exaktes Ergebnis liefert.
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Abbildung 5.12: Gegenüberstellung numerish exakter (Symbole) / semiklassisher
Plasmafrequenz ω̃p (Linien) in Abhängigkeit von Λ für vershiedene
anfänglihe Auslenkungen j0:
Rauten / grüne gepunktete Linie: j0 = 5,
Quadrate / rote gestrihelte Linie: j0 = 10,
Kreise / blaue durhgezogene Linie: j0 = 20.
Die shwarze gestrihpunktete Linie stellt die einfahe, aus der Litera-
tur bekannte Plasmafrequenz ωp = 2T
√
1 + Λ dar.
Dieser Sahverhalt geht sogar noh deutliher aus Abbildung 5.12 hervor: Sie zeigt
die numerish exakte Plasmafrequenz im Vergleih zur semiklassishen (5.27) und
zur aus der Literatur bekannten Plasmafrequenz ωp, die dem Rabi-Grenzfall ent-
spriht, in Abhängigkeit von Λ für vershiedene Anfangsauslenkungen j0. Nun
wird ersihtlih, dass der in der vorliegenden Arbeit hergeleitete Ausdruk (5.27)
für alle Werte von j0 extrem genau mit den numerish gewonnenen Ergebnissen
übereinstimmt. Nah der Abbildung hängt weiterhin die Diskrepanz zwishen der
tatsählihen Frequenz und der einfahen Plasmafrequenz ωp von der Auslenkung
j0 ab: Je gröÿer die anfänglihe Auslenkung, desto ungenauer ist ωp. Letztlih ist
dieser Zusammenhang leiht zu erklären, folgt ωp doh aus der Entwiklung der
klassishen Bewegungsgleihungen für kleine j und ϕ. Erkennbar wird dies zudem
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an der Gleihung (5.27). Der Korrekturterm wähst niht nur mit Λ, sondern eben-
falls quadratish mit j0, was wiederum aus der Gleihung (5.32) hervorgeht.
Im Ergebnis bleibt festzuhalten, dass besonders für groÿe Werte von Λ und j0
die Abweihungen der tatsählihen Oszillationsfrequenz ω̃p und der in der Lite-
ratur angenommenen ωp signikant werden. Nahdem sih Λ in den relevanten
Experimenten [68, 4, 30℄ zwishen 10 und 25 bewegt, wird der hier hergeleitete
Korrekturterm durhaus interessant. In [68℄ werden experimentelle Ergebnisse für
N ≈ 1000, Λ = 25 und j0/N ≈ 0.15 vorgestellt. Einsetzen dieser Parameter in die
semiklassishe Gleihung für die Plasmafrequenz (5.27) führt zu einer Perioden-
dauer Tp̃ = 2π/ω̃p ≈ 39ms, was ziemlih genau der im Experiment gemessenen
≈ 40ms entspriht. Würde man auf die hier hergeleiteten Korrekturterme ver-
zihten und nur die klassishe Plasmafrequenz ωp hinzuziehen, so würde sih mit
Tp = 2π/ωp ≈ 30ms eine durhaus signikante Abweihung ergeben.
5.4.2 Kollapszeit
Die semiklassish hergeleitete Kollapszeit ist
Tkollaps =
1
2g∆V0ωp(c1 + 5c2g)
.
Der Ausdruk vor der Klammer ist identish mit dem für den Rabi-Grenzfall in
Formel (5.31)
Tkollaps,Rabi =
1
2g∆V0ωp
. (5.33)
Somit stellt der Teil in der Klammer einen Korrekturterm für Λ 6= 0 dar (da
c1, c2 → 1 und g → 0 für Λ → 0). Andererseits kann der Ausdruk vor der
Klammer auh geshrieben werden als
2g∆V0ωp ≈
Λωpσ
(
2j0
N
)
N
. (5.34)
Gemäÿ Gleihung (5.16) ist σ proportional zu
√
N für festes Λ und 2j0/N . In
diesem Fall ist auh die Kollapszeit proportional zu
√
N , was bereits in [111, 116℄
festgestellt wurde. Die semiklassishen Ausdrüke für σ und Tkollaps zeigen aller-
dings ebenfalls, dass dieser Zusammenhang nur für den vorausgesetzten Spezialfall
(festes Λ und 2j0/N) und den Rabi-Grenzfall gilt, weil ansonsten der Korrektur-
term in der Klammer bedeutend beiträgt. In diesem Fall hängt die Kollapszeit in
niht-trivialer Weise von Λ und j0 ab, wie die Formeln (5.16), (5.34) und (5.29)
zeigen und es in den Abbildungen 5.8 bis 5.11 deutlih wird. Für wahsendes Λ
ist Tkollaps,Rabi oensihtlih niht mehr ausreihend, die tatsählihe Kollapszeit zu
reproduzieren. Wie aus Abbildung 5.13 hervorgeht, sheint der detaillierte semi-
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klassishe Ausdruk der Kollapszeit (5.29) sogar für relativ groÿe Λ sehr genau zu
sein. Die Abbildung stellt die Dynamik der Populationsdierenz auf der Zeitskala
des ersten Kollapses für vershiedene Werte von Λ dar. Für kleine Λ ist in den
Abbildungen 5.13a) und 5.13b) auh der Rabi-Limes aufgetragen, für groÿe Λ nur
noh die exakte und detaillierte semiklassishe Dynamik (siehe 5.13) und 5.13d)).
Sogar bei dem aus experimenteller Siht interessanten Fall für Λ = 25 fällt ins
Auge, dass die Semiklassik den Kollaps nahezu exakt wiedergibt.
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Abbildung 5.13: Vergleih des numerish exakten Ergebnisses (blau) der Zeitentwik-
lung der Populationsdierenz j im Doppelmuldenpotential mit dem
semiklassishen Ausdruk (5.25) (grün) und dem analytishen Aus-
druk im Rabi-Limes (5.31) (violett) in Abhängigkeit der dimensions-
losen Zeit t̃ =
ω̃pt
2π für N = 100, T = 10 und
a) Λ = 0.1 und j0 = 20, b) Λ = 1 und j0 = 20,
) Λ = 10 und j0 = 10, d) Λ = 25 und j0 = 10.
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5.4.3 Revivalzeit
Shlieÿlih folgt aus den semiklassishen Näherungen für die Revivalzeit
Trev =
π
U
(1 + 2c1g)
(c1 + 5c2g)
,
und für den Rabi-Limes (5.31)
Trev,Rabi =
π
U
. (5.35)
Interessanterweise wird die Revivalzeit im Grenzfall Λ → 0 oensihtlih unabhän-
gig von allen relevanten Systemparametern ausgenommen der Wehselwirkungs-
stärke U . Das Verhalten der Revivalzeit wurde bereits in der Literatur diskutiert
[93℄ mit dem Ergebnis Trev = 4π für U =
1
4
(man beahte die abweihende De-
nition der Parameter), was für den Rabi-Limes von (5.28) und (5.35) Bestätigung
ndet. In diesem Grenzfall gehen die Konstanten c1 und c2 gegen eins und g gegen
null, so dass der Korrekturterm in (5.28) identish eins wird. Andererseits wird in
[93℄ abgeleitet, dass für festes Λ die Revivalzeit linear mit der Anzahl der Teilhen
N wähst. Diese Aussage ist zwar niht falsh, aber doh irreführend. Nah dem se-
miklassish hergeleiteten Ausdruk für die Kollapszeit ist die Kollapszeit im Rabi-
Limes ausshlieÿlih umgekehrt proportional zu U . Wird Λ = UN/T festgehalten,
ergibt sih die in [93℄ beobahtete N-Abhängigkeit. Zwar wird in [111℄ ebenfalls
ein analytisher Ausdruk für die Revivalzeit hergeleitet, dies allerdings lediglih
für den sehr speziellen Fall Λ = 1 und für negative Streulängen a. Auh in diesem
Artikel wird eine Proportionalität der Revivalzeit zu N geshlussfolgert. All diese
Ergebnisse tragen niht zum tieferen Verständnis der inneren Zusammenhänge bei.
Auf Basis der hier erarbeiteten semiklassishen Ausdrüke lassen sih hingegen
klärende Aussagen treen. Ähnlih wie bei den anderen bereits diskutierten Grö-
ÿen wähst in der Revivalzeit der Korrekturterm zum Rabi-Limes mit Λ. Die
Revivalzeit ist somit niht mehr mit π/U anzunähern, wie es den Abbildungen
5.14, 5.10 und 5.11 zu entnehmen ist. Abbildung 5.14 zeigt die Gegenüberstellung
der numerish exakt bestimmten mit den semiklassish genäherten Revivalzeiten
und dem Ergebnis im Grenzfall Λ → 0. Oensihtlih stimmen die numerishen
Revivalzeiten bereits für verhältnismäÿig kleine Λ = 2 mit Trev,Rabi =
π
U
niht
mehr überein. Andererseits beshreibt die semiklassishe Näherung (5.28) die tat-
sählihe Revivalzeit für die eher kleinen anfänglihen Auslenkungen j0 = 5 bzw.
j0 = 10 sehr genau. Für gröÿeres j0 = 20 und wahsendes Λ weiht die semiklassi-
she Näherung stärker vom exakten Ergebnis ab. Die Begründung ist in der stetig
wahsenden Anzahl von Doublets zu nden, die das Energiespektrum des Systems
für gröÿer werdendes Λ aufweist (in Kapitel 4.3 diskutiert und in Abbildung 5.1
dargestellt). Für solh groÿe j0 ragen die anfänglihen Wellenpakete immer weiter
in den Self-Trapping-Bereih hinein. In der Folge wird die Struktur der Dynamik
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Abbildung 5.14: Gegenüberstellung numerish exakter (Symbole) / semiklassisher Re-
vivalzeiten (5.28) (Linien) in Abhängigkeit von Λ für untershiedlihe
anfänglihe Auslenkungen j0:
Rauten / grüne gepunktete Linie: j0 = 5,
Quadrate / rote gestrihelte Linie: j0 = 10,
Kreise / blaue durhgezogene Linie: j0 = 20.
Die shwarze gestrihpunktete Linie stellt den Rabi-Limes mit
Trev,Rabi =
π
U dar.
der Populationsdierenz unregelmäÿiger (siehe Abshnitt 4.3.1), bis der komplette
Übergang in den Self-Trapping-Bereih stattndet. Wie in diesem Kapitel bereits
festgestellt, sind die semiklassishen Entwiklungen nur für einen Energiebereih
E < V +(0) gültig, so dass gerade über die Dynamik im Übergang zum (und im)
STR keine sinnvollen Aussagen zu mahen sind. Dies erklärt die starke Abweihung
der semiklassishen Näherung von den exakten Ergebnissen in der Abbildung 5.14
für groÿes j0.
5.4.4 Einuss der höheren Nebendiagonalen
Bisher wurde niht näher auf die Summe über k im semiklassishen Ausdruk
der Dynamik der Populationsdierenz (5.25) eingegangen. Aufgrund der starken
Hierarhie der Konstanten dk (5.12) wurde diese Summe über k vernahlässigt
und nur der Beitrag k = 1 berüksihtigt, der oensihtlih den Hauptbeitrag zur
Dynamik der Populationsdierenz liefert (siehe Abbildungen 5.8 bis 5.11). Für
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die Konstante wurde d1 = j0/2 angenommen. Zur Rehtfertigung ist j(t = 0) zu
betrahten. Mithilfe der Gleihungen (5.22) und (5.24) folgt
j0 = j(t = 0) =
∑
k
dk
1
V ′(j0)
∫
dE
∣
∣
∣
∣
ψ0
(
E − V (j0)
V ′(j0)
) ∣
∣
∣
∣
2
+ c.c. = 2
∑
k
dk .
Somit ergibt sih gerade die Annahme d1 = j0/2, beahtet man nur den k = 1-sten
Beitrag. Obwohl die Haupteigenshaften der Dynamik unter dieser Annahme so-
wohl qualitativ als auh quantitativ reproduziert werden können, ist es besonders
für gröÿere Werte von Λ und j0 interessant, den Einuss des Beitrages für k = 3 zu
untersuhen. Die Beträge der höheren Summanden dk = 5, 7, . . . hingegen shei-
nen so klein zu sein, dass sie vollständig vernahlässigt werden können.
Obwohl die exakten Beträge der Konstanten d1/3 in analytisher Form niht be-
kannt sind, lassen sih aufgrund der Tatsahe, dass 2(d1+d3) = j0 und der starken
Hierarhie der dk qualitative Aussagen über den Einuss der dritten Nebendia-
gonale mahen. Von den vershiedenen Beträgen der dk abgesehen, besteht der
einzige Untershied zwishen den Beiträgen erster und dritter Ordnung in der Dy-
namik (5.25) in der Zeitskala, die hier mit τ = kt eine andere ist. Für k = 3 ndet
die Dynamik oensihtlih auf einer Zeitskala statt, die um ein Drittel kleiner ist
als die der Hauptmerkmale der Dynamik der Populationsdierenz. Weiterhin soll-
te die Höhe der Revivals deutlih kleiner sein als die der primären Dynamik, da
|d1| ≫ |d3|. Diese Beobahtungen führen exakt zu dem Phänomen der sehr kleinen
Revivals der numerish exakten Dynamik, die in Abshnitt (4.3.1) für wahsendes
Λ beobahtet wurden (siehe Abbildung 4.12).
Um auh einen quantitativen Vergleih vornehmen zu können, wurde die Höhe
der Drittel-Revivals d3 für den Fall Λ = 1, N = 100 und T = 10 aus den nu-
merish exakten Daten abgelesen. Die Abbildung 5.15 zeigt dazu die numerish
exakten Ergebnisse im Kontrast zur semiklassishen Formel für die Dynamik der
Populationsdierenz (5.25). Deutlih beshreibt das semiklassish hergeleitete Er-
gebnis (5.25) auh für die kleinen Drittel-Revivals die exakte Dynamik extrem
gut, und die dazugehörige Zeitskala entspriht mit hoher Genauigkeit einem Drit-
tel der Zeitskala der primären Dynamik. Noh klarer geht dies aus Abbildung 5.16
hervor, die das erste Drittel-Revival etwas detaillierter darstellt. Oensihtlih os-
zilliert die Populationsdierenz genau drei Mal in dem markierten Bereih einer
primären Umlaufzeit T = 2π/ω̃p. Der analytishe semiklassishe Ausdruk (5.25)
für die Dynamik der Populationsdierenz kann also sogar qualitativ mit hoher
Präzision das Phänomen der kleinen Drittel-Revivals, deren Oszillationsfrequenz,
Revivalzeit und Kollapszeit beshreiben. Nahdem die Beiträge der höheren Ne-
bendiagonalen k = 3 zu dem Auftreten der Drittel-Revivals führen, erklärt sih
auh die Tatsahe, dass diese nur für groÿe Λ zu beobahten sind. Für kleine Λ ist
das System einem harmonishen Oszillator ähnlih mit praktish niht besetzten
höheren Nebendiagonalen.
5.4 Ergebnisse: Vergleih numerish exakt vs. Semiklassik und Rabi-Limes 85
0 20 40 60 80 100 120 140
- j0
j0
t

j
a)
0 20 40 60 80 100 120 140
- j0
j0
t

j
b)
30 40 50 60 70 80 90
0.2
0
-0.2
t

j
)
Abbildung 5.15: Zeitentwiklung der Populationsdierenz j im Doppelmuldenpotential
a) numerish exaktes Ergebnis und
b) semiklassisher Ausdruk (5.25)
jeweils in Abhängigkeit der dimensionslosen Zeit t̃ =
ω̃pt
2π für Λ = 5,
N = 100, T = 10 und j0 = 20. Die Graphik ) zeigt einen kleineren
Ausshnitt in j des numerish exakten Ergebnisses (grün) und der se-
miklassishen Dynamik (blau), um die kleinen Drittel-Revivals sihtbar
zu mahen.
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Abbildung 5.16: Numerishe Dynamik der Populationsdierenz j im Doppelmuldenpo-
tential in Abhängigkeit der dimensionslosen Zeit t̃ =
ω̃pt
2π für Λ = 1,
N = 100, T = 10 und j0 = 35. Die roten Linien markieren das Intervall
einer Umlaufzeit T̃p = 2π/ω̃p.
5.4.5 Der klassishe Grenzfall
Nun bleibt noh der in Abshnitt 3 bereits erwähnte klassishe Grenzfall (3.21) zu
diskutieren, mit N → ∞ unter der Bedingung, dass UN konstant gehalten wird.
Nah den Gleihungen für die Kollaps- und Revivalzeit (5.29) und (5.28) geht in
diesem Fall zwar die Revivalzeit gegen unendlih, was für eine ehte Relaxation der
Populationsdierenz in einen stationären Zustand notwendig ist. Andererseits aber
wähst auh die Kollapszeit mit
√
N , so dass diese ebenfalls gegen unendlih geht,
wenngleih langsamer als die Revivalzeit. Im klassishen Grenzfall existiert also für
das Doppelmuldensystem keine ehte Relaxation der Populationsdierenz, obwohl
das System unendlih viele Freiheitsgrade besitzt. Weiterhin zeigt die analytishe
semiklassishe Formel für die Zeitentwiklung der Populationsdierenz (5.25), dass
die auftretenden Kollapse immer gauÿsher Form sein werden, die aufgrund des
Faktors (1 + A2)−1/4 in (5.25) leiht verzerrt ist. Dies ist allerdings auf die Wahl
des Anfangszustandes zurük zu führen, der in der vorliegenden Arbeit und in der
Literatur als gauÿsh angenommen wird. Somit wird der Zerfall unabhängig von
der Teilhenzahl niemals eine beispielsweise exponentielle Form annehmen.
Insgesamt konnte die semiklassishe Analyse des Doppelmuldenproblems und in
deren Folge die analytishe Formel (5.25) Aufshluss geben über sämtlihe Merk-
male und Eigenheiten der Dynamik und deren Abhängigkeiten von den relevanten
Systemparametern N , T , U und j0 im Bereih der Plasmaoszillationen.
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6 Semiklassishe Propagation des
Doppelmuldensystems
Für die Zeitentwiklung der Populationsdierenz der ultrakalten Bosonen im Dop-
pelminimum konnte im letzten Kapitel erfolgreih ein geshlossener analytisher
Ausdruk hergeleitet werden. Was sih aufgrund der Einfahheit und Integrabilität
des Doppelmuldensystems realisieren lieÿ, wäre unter den komplexeren Bedingun-
gen wie z.B. beim Übergang zu mehreren Moden niht mehr möglih. Als Er-
kenntnisgewinn ist jedoh zu verzeihnen, dass analytishe semiklassishe Metho-
den sinnvoll auf das Doppelmuldensystem ultrakalter Bosonen angewendet werden
können, solange die involvierten Wehselwirkungsstärken klein genug sind, sih das
System also im Regime der Plasmaoszillationen bendet.
Daher sollen in einem weiteren Shritt ehte semiklassishe Propagationen mit-
hilfe von semiklassishen Propagatoren angegangen werden. Mit ihrer Hilfe lässt
sih der volle N-Teilhenzustand erfassen und somit über reduzierte Gröÿen wie
die Populationsdierenz hinausgehen. Wie bereits gezeigt können semiklassishe
Methoden oenbar Systeme, die aus einer groÿen Anzahl ultrakalter Bosonen be-
stehen, gut beshreiben, den erwähnten klassishen Grenzfall (3.21) sogar beson-
ders exakt. Andererseits sind gerade Systeme von Interesse, bei denen gröÿere
Wehselwirkungsstärken involviert sind, weil sie sih hervorragend eignen zur Un-
tersuhung einer Relaxation reduzierter Gröÿen in Quantensystemen, wie sie in
der Einleitung angesprohen wurde. Daher werden im Folgenden semiklassishe
Propagatoren auf das Doppelmuldensystem angewendet. Die resultierenden Er-
gebnisse sollen den numerish exakten Ergebnissen aus Kapitel 4 und der TWA
gegenüber gestellt werden.
6.1 Trunated Wigner Approximation im
Doppelmuldensystem
In Abshnitt 3.3 wurde die TWA für den allgemeinen Fall eines Quantensystems
eingeführt, in dem mehrere Moden besetzt sind. Diese Näherung wurde bereits
mehrfah erfolgreih auf Systeme ultrakalter Bosonen in Doppelmuldenpotentia-
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len oder mehreren Töpfen [117, 118, 119℄ angewendet, indem die Wignerfunktion in
Abhängigkeit der komplexen Amplituden α der besetzten Moden behandelt wurde.
Für das Doppelmuldensystem bietet es sih jedoh an, die Wignerfunktion in der
Anzahl-Phasen-Basis darzustellen (4.16), wie sie in Abshnitt 4.3.2 zur Abbildung
der Wellenfunktion im Phasenraum eingeführt wurde.
Zur Zeitableitung der Wignerfunktion (4.16) konnte gezeigt werden [120℄, dass die
Propagation in der Anzahl-Phasen-Darstellung stabiler ist als das Äquivalent in
der komplexe-Amplituden-Darstellung. Für groÿe Teilhenzahlen wurde dort nah
einigen Näherungen, die letztlih äquivalent zur TWA sind, wieder eine klassishe
Liouville-Gleihung für die Wignerfunktion hergeleitet
∂
∂t
W (ϕ, n) = {H(ϕ, j),W (ϕ, j)} .
Dabei bezeihnet {...} die Poissonklammer und H(ϕ, j) die klassishe Hamilton-
funktion für das Doppelmuldenproblem (4.9) aus Abshnitt 4.2.2, für deren Ablei-
tungen wieder die Hamiltonshen Bewegungsgleihungen (4.10) einzusetzen sind.
Im Untershied zur rein klassishen Dynamik aus Abshnitt 4.2.2 wird hier aller-
dings niht nur eine Trajektorie betrahtet, sondern die gesamte Wignerverteilung
eines Zustandes. Trotz der klassishen Bewegungsgleihungen ist also der Quan-
tenharakter der Wellenfunktion in der Unbestimmtheit des Anfangszustandes in
Ort und Impuls, bzw. hier in Phase und Anzahl, enthalten. Jedoh wurden die hö-
heren Ableitungsterme der exakten Zeitentwiklung der Wignerverteilung (2.15)
vernahlässigt, so dass die TWA nur für hinreihend glatte Wignerverteilungen
eine gute theoretishe Beshreibung sein kann.
In der Praxis wird die Wignerfunktion (4.16) des Anfangszustandes ψ0 gesampelt.
Da der Shnitt durh die Wignerfunktion einer gauÿshen Wellenfunktion gerade
deren Betragsquadrat (in der zum Shnitt gehörenden Basis) entspriht, wurde
hier der analytish bestimmte Grundzustand des gekippten Systems (5.15) aus
Abshnitt 5.2.1 mithilfe des Box-Muller-Verfahrens [64℄ gesampelt und jede ein-
zelne Trajektorie dann mithilfe der Hamiltonshen Bewegungsgleihungen (4.10)
in der Zeit entwikelt. Zur Bestimmung von Erwartungswerten erfolgte letztend-
lih eine Aufsummierung der Trajektorien. Für die Datenbasis der Abbildungen
6.1 und 6.2 wurden jeweils 104 Trajektorien gesampelt. Die zwei Graphiken zeigen
für vershiedene Werte von Λ und Anfangsauslenkungen die Zeitentwiklung der
Populationsdierenz und zwar als Ergebnisse der TWA bzw. als numerish exakte
im Rahmen der Zwei-Moden-Näherung. Für Λ = 0.01 bis Λ = 100 deken die
Graphiken also sowohl den Bereih aller drei möglihen Regime als auh die von
der Anfangsauslenkung abhängigen Bereihe des Self-Trappings und den durh
die Separatrixen der hyperbolishen Fixpunkte eingeshlossenen Bereih der Plas-
maoszillationen ab.
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Abbildung 6.1: Dynamik der Populationsdierenz im Doppelmuldenpotential numerish
exakt (blaue gestrihelte Linie) und mithilfe der TWA durh die Pro-
pagation von 10.000 Trajektorien berehnet (rote durhgezogene Linie)
für vershiedene kleine Werte von Λ für N = 100 und T = 10 für jeweils
vershiedene Zeitfenster.
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Abbildung 6.2: Dynamik der Populationsdierenz im Doppelmuldenpotential numerish
exakt (blaue gestrihelte Linie) und mithilfe der TWA durh die Propa-
gation von 10.000 Trajektorien berehnet (rote durhgezogene Linie) für
diverse groÿe Werte von Λ für N = 100 und T = 10 für jeweils vershie-
dene Zeitfenster. a) und b) zeigen die Zeitentwiklung eines Wellenpa-
kets im Regime der Plasmaoszillationen und ) bis f) im Self-Trapping-
Bereih.
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Für alle Werte von Λ und alle in den Abbildungen gezeigten Anfangsbedingungen
beshreibt die TWA die Dynamik oenbar sehr gut. Besonders auf der Zeitskala
bis zum ersten Revival sheint die TWA ausgesprohen genau zu sein  die Oszilla-
tionen und der Zerfall der Populationsdierenz werden nahezu exakt reproduziert.
Somit geht die TWA bedeutend über die rein klassishe Näherung aus Abshnitt
4.2.2 hinaus. Die Vorstellung im Phasenraum erklärt den Hintergrund: Es wird
eben gerade niht nur eine Trajektorie im Phasenraum betrahtet, sondern ein
ganzes Wellenpaket, welhes genau wie es in Abshnitt 4.2.2 diskutiert wurde im
Phasenraum mit der Zeit zerieÿt, wodurh die Populationsdierenz gegen null
geht.
Die Revivals können allerdings niht mithilfe der TWA reproduziert werden. Auh
diese Tatsahe ist einfah zu erklären. Die Revivals sind zurükzuführen auf wahre
Quanteneigenshaften des Systems, nämlih die Kohärenzen. Bei der TWA werden
die einzelnen Trajektorien zwar gesampelt, jedoh unabhängig voneinander propa-
giert, also ohne Berüksihtigung der Phasen der Trajektorien. Somit lässt sih ein
Revival niht mithilfe der TWA beshreiben. Dies ist auh in der Abbildung (4.16)
zu sehen. Eine anfänglih glatte Wignerverteilung wird mit der Zeit unregelmä-
ÿig, so dass die höheren Ableitungen in (2.15) durhaus relevant werden. Letztlih
nden die Anmerkungen aus Abshnitt 3.3 Bestätigung, dass mit der TWA keine
wahren Quantenzustände zu beshreiben sind, deren Wignerfunktion negative
Werte annimmt bzw. niht mehr hinreihend glatt ist.
Der Vollständigkeit halber soll noh der Fall betrahtet werden, dass das anfängli-
he Wellenpaket im Phasenraum von der Separatrix geshnitten wird. Hier liefert
die TWA keine brauhbaren Ergebnisse. Besonders wenn vergleihbar groÿe An-
teile der Wellenfunktion auf die beiden Bereihe des Self-Trappings und den der
Plasmaoszillationen verteilt sind, entsteht eine unregelmäÿige Dynamik wie es in
den Abshnitten 4.3.1 und 4.3.2 (siehe Abbildung 4.17) erörtert wurde. Dies ist
keine groÿe Überrashung vor dem Hintergrund, dass die rein klassishe Dynamik
selbst auf sehr kleinen Zeitskalen versagt. Da die TWA auf ebendieser basiert,
war hier keine groÿe Steigerung zu erwarten. Die Abbildung 6.3 zeigt einen Ver-
gleih der numerish exakten Dynamik mit der TWA in einem solhen Bereih
unregelmäÿiger Dynamik.
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Abbildung 6.3: Dynamik der Populationsdierenz im Doppelmuldenpotential numerish
exakt (blaue gestrihelte Linie) und mithilfe der TWA durh die Propa-
gation von 10.000 Trajektorien berehnet (rote durhgezogene Linie) für
N = 100, Λ = 100, T = 10 und j0 ≈ 10 für vershiedene Zeitfenster. Für
diese Parameter liegt die anfänglihe Wellenfunktion sowohl im STR als
auh im Bereih der Plasmaoszillationen (siehe Abbildung 4.17).
Die TWA beshreibt die Dynamik der Populationsdierenz auf der Zeitskala bis
zum ersten Revival sehr gut, abgesehen von dem unregelmäÿigen Spezialfall in der
Nähe der Separatrix. Wie bereits dargestellt hängt diese Zeitskala von der Wehsel-
wirkungsstärke U ab: je kleiner diese, desto länger die Revivalzeit. Im klassishen
Grenzfall ist die TWA oensihtlih exakt. Da in diesem aber die rein klassishe
Lösung gleihe Genauigkeit erreiht, würde das Anwenden der TWA nur unnötigen
Mehraufwand verursahen. Für groÿe Werte von U hingegen wird die Zeitskala,
auf der die TWA exakt ist, sehr klein, so dass zum Beshreiben des Systems andere
Methoden zur Verfügung stehen müssen. Daher sollen im nähsten Abshnitt eine
semiklassishe Propagation unter Berüksihtigung der Phasen durhgeführt und
die Ergebnisse mit denen der TWA verglihen werden.
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6.2 Anwendung des HK-Propagators auf das
Doppelmuldensystem
Da der in der Zeit zu entwikelnde Zustand nahezu gauÿsh ist, bietet sih die
Anwendung des HK-Propagators auf das Doppelmuldensystem an. In dem nah
den Vorüberlegungen von Abshnitt 5.2.1 in analytisher Form bekannten An-
fangszustand (5.15) lässt sih das γ der kohärenten Zustände (3.13) im Herman-
Kluk-Propagator (3.14) mit σ2 identizieren. Die Auswertung des Herman-Kluk-
Propagators für ein volles Feld (3.18) ersheint zwar reihlih kompliziert, aller-
dings vereinfaht sih der Propagator für den Fall der Zwei-Moden-Näherung dra-
matish. Ausgehend von dieser ist der Phasenraum für das Doppelmuldenproblem
zweidimensional, und es gelten die hamiltonshen Bewegungsgleihungen (4.10)
aus Abshnitt 4.2.2.
Die Monodromiematrix (3.10) ist somit vom Rang zwei, und ihre Elemente folgen
den Bewegungsgleihungen, die in Anhang B aufgeführt sind, unter der Anfangs-
bedingung (3.12) aus Abshnitt 3.2.2. Zusammen mit den Hamiltonshen Bewe-
gungsgleihungen (4.10) und der Zeitentwiklung der Wirkung
Ṡ = ϕj̇ −H(ϕ, j) = −2T
√
(N + 1)2/4− j2ϕ sinϕ (6.1)
− 1
2
UN2 + UN − 2Uj2 + 2T
√
(
(N + 1)
2
)2
− j2 cosϕ
bestimmt dieser Satz klassisher Dierentialgleihungen ((4.10), (6.1), (8.1) bis
(8.4)) die gesamte Dynamik des zu propagierenden Wellenpakets. Auf einen kohä-
renten Anfangszustand angewendet, lässt sih der HK-Propagator für das Doppel-
muldenproblem shreiben als
K(jf , t; z0, 0) =
∫
dϕidji
2π~
〈jf |z(t)〉R(ϕi, ji, t) exp
(
i
~
S(ϕi, ji, t)
)
〈zi|z0〉 . (6.2)
In der Praxis geht man folgendermaÿen vor: Die Integration über den gesamten
Phasenraum lässt sih auf einen Bereih einshränken, der durh den gauÿshen
Überlapp 〈zi|z0〉 eingegrenzt wird. Letztlih wird der Realteil des Überlapps
〈zi|z0〉 = exp
(
−γ
4
(ji − j0)2 +
i
2~
(ji − j0)(ϕi + ϕ0)−
1
4γ~2
(ϕi − ϕ0)2
)
(6.3)
durh Anwendung des Box-Muller-Verfahrens [64℄ ausgewürfelt, und das Integral
mittels Monte-Carlo-Integration gelöst. Der Herman-Kluk-Vorfaktor R(ϕi, ji, t)
wird gemäÿ (3.9) mithilfe der Elemente der Monodromiematrix für jeden Zeit-
shritt und jede Trajektorie berehnet, und ebenso der Phasenfaktor exp
(
i
~
S(ϕi, ji, t)
)
und der Imaginärteil des Überlapps (6.3).
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Abbildung 6.4: Dynamik der Populationsdierenz im Doppelmuldenpotential numerish
exakt (blaue gestrihelte Linie) und mithilfe des HK-Propagators (unter
Berüksihtigung von 104 gesampelten Trajektorien) berehnet (grüne
Linie) für Λ = 10, N = 100, T = 10, Anfangsauslenkung j0 ≈ 14 und
vershiedene Zeitfenster.
Die Abbildungen 6.4 bis 6.7 zeigen die auf den HK-Propagator zurükgehenden
Ergebnisse im Vergleih zu den numerish exakten für vershiedene Werte von Λ.
Vorauszushiken ist, dass die Propagation mithilfe semiklassisher Propagatoren
nur für eingeshränkte Zeitintervalle Stabilität aufweist. Für das Doppelmulden-
problem sheinen die Propagationen nah Optimierung der Parameter für a. 100
Oszillationsperioden stabil zu sein. Daher ist es niht sinnvoll, den HK-Propagator
auf das Doppelmuldensystem für sehr kleine Werte von Λ << 1 anzuwenden.
6.2 Anwendung des HK-Propagators auf das Doppelmuldensystem 95
0 5 10 15 20
32
34
36
38
40
42
44
t ´Ωp
2Π
jH
tL
a)
0 2 4 6 8 10
32
34
36
38
40
42
44
t ´Ωp
2 Π
jH
tL
b)
12 14 16 18 20
32
34
36
38
40
42
44
t ´Ωp
2 Π
jH
tL
)
Abbildung 6.5: Dynamik der Populationsdierenz im Doppelmuldenpotential numerish
exakt (blaue gestrihelte Linie) und mithilfe des HK-Propagators (unter
Berüksihtigung von 104 gesampelten Trajektorien) berehnet (grüne
Linie) für Λ = 10, N = 100, T = 10, Anfangsauslenkung j0 ≈ 40 und
vershiedene Zeitfenster.
In diesem Rabi-Regime oszilliert die Populationsdierenz j extrem lange, ehe die
ersten wahren Quanteneigenshaften des Systems, also Kollapse und Revivals, auf-
treten (siehe Abbildung 6.1). Daher ist das System für sehr kleine Λ gut mit den
rein klassishen Methoden (siehe Abshnitt 4.3.2) und sogar noh besser mithilfe
der TWA (siehe Abshnitt 6.1) zu beshreiben. Für letztere wurde im vorangegan-
genen Abshnitt gezeigt, dass die Näherung bis kurz vor dem ersten Revival die
exakte Numerik sehr gut erfasst. Daher kann die ehte semiklassishe Propagation
in diesem Regime niht über die TWA hinausgehen und umfassendere Ergebnisse
liefern.
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Abbildung 6.6: Dynamik der Populationsdierenz im Doppelmuldenpotential numerish
exakt (blaue gestrihelte Linie) und mithilfe des HK-Propagators (un-
ter Berüksihtigung von 104 gesampelten Trajektorien) berehnet (grü-
ne Linie) für N = 100, T = 10, Λ = 10, j0 ≈ 23 und vershiedene
Zeitfenster.
Für wahsendes Λ hingegen nden die wahren Quanteneekte bereits auf wesent-
lih kleineren Zeitskalen statt, wie es in den Kapiteln 4 und 5 diskutiert wurde.
Somit sollte die semiklassishe Propagation im Josephson-Regime interessante Er-
gebnisse liefern. Diese gehen in der Tat aus den Abbildungen 6.4 bis 6.7 hervor,
in denen eine Gegenüberstellung numerish exakter Ergebnisse mit der semiklas-
sish propagierten Zeitentwiklung der Populationsdierenz für diverse Werte von
Λ und Anfangsauslenkungen erfolgt.
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Abbildung 6.7: Dynamik der Populationsdierenz im Doppelmuldenpotential numerish
exakt (blaue gestrihelte Linie) und mithilfe des HK-Propagators (unter
Berüksihtigung von 104 gesampelten Trajektorien) berehnet (grüne
Linie) für N = 100, T = 10, Λ = 100 und j0 ≈ 8. Aufgrund der Nähe
der Anfangsauslenkung zur Separatrix ist die Dynamik unregelmäÿig.
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
17.0
17.5
18.0
18.5
19.0
19.5
20.0
t ´Ωp
2 Π
jH
tL
a)
0 2 4 6 8 10 12 14
17.0
17.5
18.0
18.5
19.0
19.5
20.0
20.5
t ´Ωp
2 Π
jH
tL
b)
Abbildung 6.8: Dynamik der Populationsdierenz im Doppelmuldenpotential numerish
exakt (blaue gestrihelte Linie) und mithilfe des HK-Propagators (unter
Berüksihtigung von 104 gesampelten Trajektorien) berehnet (grüne
Linie) für N = 100, T = 10, Λ = 100 und j0 ≈ 20 für vershiedene
Zeitfenster.
Den Graphiken 6.4 bis 6.6 wurde Λ = 10 mit je vershiedenen Anfangsauslenkun-
gen zugrunde gelegt. Die Abbildungen 6.4a) bis ) zeigen eine Dynamik im Bereih
der Plasmaoszillationen, in dem der HK-Propagator die numerish exakten Ergeb-
nisse oensihtlih überaus genau wiedergibt.
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Für dieses Regime ist die semiklassishe Propagation sehr stabil und konvergiert
shon für verhältnismäÿig wenige gesampelte Trajektorien. Anders als mit der
TWA werden die Revivals in vollem Umfang wiedergegeben (siehe insbesondere
Abbildung 6.4)).
Auh für eine Anfangsbedingung im Self-Trapping-Regime reproduziert die HK-
Propagation die exakte Dynamik in vollem Umfang inklusive der Revivals (siehe
6.5) und geht damit über die analytishen Erkenntnisse aus Abshnitt 5 hinaus.
Sogar die kleinen Zwishenrevivals werden von der HK-Propagation erfasst, aller-
dings geringfügig übershätzt (siehe 6.5a) und b)). Problematish an der semiklas-
sishen Beshreibung im STR ist jedoh dessen kontinuierlih wahsende Phase,
weshalb es auh Running-Phase-Regime genannt wird. Dieser Sahverhalt ist in
der Phasenraum-Abbildung 4.13 und aus den klassishen Bewegungsgleihungen
(4.10) ersihtlih. Zwar ist der Phasenraum periodish in 2π, die Phase allerdings
nimmt beim Hinauslaufen aus diesem immer weiter zu. Als Folge ist die Norm
der semiklassishen Wellenfunktionen im Propagator auf Dauer niht stabil. Trotz
Renormierung der Ergebnisse ist in Abbildung 6.5 ein leihter Versatz des vorüber-
gehenden stationären Zustandes der Populationsdierenz gegenüber den exakten
Resultaten zu erkennen.
Im Bereih gröÿerer Anfangsauslenkung kurz vor dem Übergang zum STR, in dem
die Dynamik unregelmäÿiger wird sowie die Revivals abahen und breiter werden
(siehe Abshnitt 4.3.1), liefert die semiklassishe Propagation oensihtlih niht
mehr solh exakte Ergebnisse wie für die anderen Anfangsbedingungen (siehe Ab-
bildung 4.3.1). Dies ist auf die Nähe von j0 zu den Separatrixen im Phasenraum
zurükzuführen: Wie in Abshnitt 4.3.2 diskutiert, setzt an den instabilen Fix-
punkten ein Divergieren der Quantenmehanik von der klassishen Dynamik ein.
Da nun die semiklassishe Propagation auf den klassishen Bewegungsgleihungen
aufbaut, muss sie in der Nähe der Separatrixen Ungenauigkeit entwikeln. Noh
deutliher geht dies aus der Abbildung 6.7 hervor, in der die Dynamik der Po-
pulationsdierenz für Λ = 100 und ein j0, welhes sehr nahe an der Separatrix
liegt, dargestellt wird. Das anfänglihe Wellenpaket ist in der Abbildung 4.17b)
im Phasenraum zu sehen. Genau wie die TWA ist die semiklassishe Propagation
in diesem Fall niht mehr in der Lage, die exakte Dynamik zu erfassen, und weist
shlehte Konvergenzeigenshaften auf.
Die Graphik 6.8 nun zeigt wieder Daten für Λ = 100, allerdings mit einer An-
fangsbedingung im STR. In diesem werden die exakten Ergebnisse mithilfe des
HK-Propagators oenbar wieder gut nahgebildet. Erneut tritt hier das Problem
in Form der stetig wahsenden Phase auf, das die Norm der semiklassishen Wellen-
funktion instabil werden lässt. Der Versatz der semiklassishen Ergebnisse zu den
numerish exakten beruht auh hier auf einer leiht instabilen Gesamtteilhenzahl.
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Die semiklassishe Propagation ist also als eine Ergänzung der analytishen semi-
klassishen Betrahtungen aus Kapitel 5 anzusehen, deren Gültigkeit auf das Re-
gime der Plasmaoszillationen beshränkt war. Da der zugehörige Bereih im Pha-
senraum für wahsendes Λ einen immer kleiner werdenden Anteil annimmt, war
es besonders für groÿe Werte von Λ (die in den aktuellen Experimenten durhaus
erreiht werden) von immenser Bedeutung, ein weiteres theoretishes Werkzeug in
Form des HK-Propagators zu nden.
Im Ergebnis beshreibt die HK-Propagation die numerishe reduzierte Dynamik
der Populationsdierenz niht nur bis kurz nah dem ersten Kollaps nahezu ex-
akt. Diese bedeutende Verbesserung gegenüber der TWA liegt in der Fähigkeit
des semiklassishen Propagators, die Revivals zu reproduzieren. Indem der HK-
Propagator nämlih die quantenmehanishen Phasen iS
~
einbezieht, geht er über
die TWA hinaus. Auf dieser Basis lassen sih nun Interferenzeekte berüksihti-
gen, die zu den quantenmehanishen Revivals der Wellenfunktion führen. Mithilfe
des HK-Propagators können also alle harakteristishen Quanteneekte beshrie-
ben werden, und das sowohl im Regime der Plasmaoszillationen als auh im Self-
Trapping-Bereih.
6.2.1 Semiklassishe Wellenfunktion
Bisher wurde in diesem Kapitel nur die Dynamik einer reduzierten Gröÿe, nämlih
der Populationsdierenz, betrahtet. Der Vorteil der semiklassishen Propagati-
on gegenüber der Gross-Pitaevskii-Theorie und den analytishen semiklassishen
Methoden aus Kapitel 5 liegt jedoh gerade in der Möglihkeit, die gesamte Wel-
lenfunktion zu beshreiben. Die Abbildungen 6.9 und 6.10 zeigen einen Vergleih
der numerish exakten mit den durh die HK-Propagation gewonnenen Ergebnis-
sen der Zeitentwiklung der Wellenfunktion im j-Raum für N = 100, T = 10 und
Λ = 10 jeweils im plasmaoszillierenden (Abbildung 6.9) und im Self-Trapping-
Regime (Abbildung 6.10). Während die Graphiken a) und b) die Zeitentwiklung
jeweils auf einer Zeitskala bis kurz nah dem ersten Revival darstellen, geben die
Graphiken ) und d) die Dynamik etwas detaillierter auf kleinerer Zeitskala bis
kurz nah dem Kollaps der Wellenfunktion wieder. Zur Orientierung können die
Abbildungen 6.4 und 6.5 herangezogen werden, die die reduzierte Dynamik der
Populationsdierenz für dieselben Parameter zeigen.
Anhand der Zeitentwiklung der Wellenfunktion sind die anfänglihen Oszillatio-
nen, der erste Kollaps und die Entstehung des ersten Revivals deutlih zu erkennen.
In der Abbildung 6.9 ndet das Revival an der Stelle ωpt/2π ≈ 100 statt, ebenso
wie in Abbildung 6.4. Die semiklassishen HK-Ergebnisse reproduzieren die nume-
rish exakten oenbar auÿerordentlih genau. Nah einem prüfenderen Blik auf
6.9b) und 6.10b) wird deutlih, dass die semiklassishe Propagation die kleinen
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Abbildung 6.9: Dynamik der Wellenfunktion der ultrakalten Bosonen im j-Raum für
das Doppelmuldenpotential numerish exakt und mithilfe des HK-
Propagators für 2×104 ausgewürfelte Trajektorien berehnet im Bereih
der Plasmaoszillationen für N = 100, T = 10 und Λ = 10: Die Graphi-
ken a) und ) stellen die exakte Numerik dar, b) und d) die Semiklassik.
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Abbildung 6.10: Dynamik der Wellenfunktion der ultrakalten Bosonen im j-Raum für
das Doppelmuldenpotential numerish exakt und mithilfe des HK-
Propagators für 104 ausgewürfelte Trajektorien berehnet im Self-
Trapping-Regime für N = 100, T = 10 und Λ = 10: Die Graphiken
a) und ) stellen die exakte Numerik dar, b) und d) die Semiklassik.
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Zwishenrevivals gegenüber der exakten Dynamik leiht übershätzt, wie es aus der
Farbkodierung hervorgeht. Diese treten in erstgenannter Abbildung bei ωpt/2π ≈
50 und in der zweiten bei ωpt/2π ≈ 8 ein. Shlieÿlih wird aus den Abbildungen
6.9 und 6.10 ein weiteres Mal ersihtlih, warum die TWA die exakte Dynamik
der Bosonen nur bis zum ersten Kollaps beshreiben kann. Oensihtlih verliert
die Wellenfunktion nah dem ersten Kollaps ihre glatte Struktur und wird unre-
gelmäÿig, so dass die vernahlässigten Ableitungen höherer Ordnung in der Zeit-
entwiklung der Wignerverteilung (2.15) durhaus relevant werden.
Für den HK-Propagator konnte in diesem Kapitel also eine hervorragende Eig-
nung zur Beshreibung niht nur der reduzierten, sondern auh der vollen Dy-
namik ultrakalter Bosonen im Doppelminimum gezeigt werden. Allerdings ist die
Betrahtung der Dynamik der Bosonen im Doppelminimum in der Populations-
und Phasendierenz-Darstellung problembehaftet in Bezug auf die semiklassishe
Propagation. Zwar ist nah [120℄ davon auszugehen, dass die Wahl dieser Darstel-
lung für Untersuhungen mithilfe der TWA von Vorteil ist, da die Propagation in
dieser Darstellung besser konvergiert.
Auf die HK-Propagation trit dies jedoh nur bedingt zu. Wie in Abshnitt 3.2.2
beshrieben, werden in dieser einzelne Trajektorien propagiert, die letztlih die
Zentren der kohärenten Zustände 〈jf |z(t)〉 im HK-Propagator (6.2) darstellen.
Aus der Endlihkeit des Phasenraums in der Populationsdierenz in der j- und
ϕ-Darstellung (Reihweite oensihtlih von j = −N/2 bis j = N/2) können da-
her Probleme erwahsen. Sobald Trajektorien zu nah an die Phasenraumgrenze
propagiert werden, liegt der kohärente Zustand 〈jf |z(t)〉 niht vollständig im Pha-
senraum, wird also abgeshnitten. Diese Trajektorien gehen niht mit der korrekten
Norm in die Integration ein und müssen somit verworfen werden.
Je nah Wahl der Breiten der kohärenten Zustände γ und vor allem nah Wahl
der Anfangsauslenkungen j0 kann eine groÿe Anzahl zu verwerfender Trajektorien
auftreten. Im Doppelmuldensystem spielen die zu verwerfenden Trajektorien noh
keine groÿe Rolle, da hier der Phasenraum komplett regulär und die Dynamik
integrabel ist. Sie werden allerdings zum Problem im endlihen Phasenraum des
Drei-Topf-Systems, in dem die Dynamik zusätzlih haotish werden kann. Hier
wähst die Wahrsheinlihkeit, dass Trajektorien dem Rand des Phasenraums sehr
shnell sehr nahe kommen und verworfen werden müssen.
Für die semiklassishe HK-Propagation konnte in diesem Kapitel gezeigt werden,
dass sie sih hervorragend zur Beshreibung ultrakalter Bosonen im Doppelmini-
mum im Rahmen der Zwei-Moden-Näherung eignet. Von dem seltenen Fall einer
unregelmäÿigen Dynamik in der Nähe der Separatrixen abgesehen, lieÿen sih die
harakteristishen Eigenshaften der Dynamik vollständig reproduzieren. Die se-
miklassishen Propagationen erweisen sih also als eine interessante und vor allem
bedeutende Alternative zur TWA, die eben noh niht in der Lage war, die Quan-
tenrevivals der Wellenfunktion zu beshreiben.
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Dass sih semiklassishe Methoden ausgezeihnet zur Beshreibung der Dynamik
ultrakalter Bosonen im Doppelmuldenpotential eignen, für welhes der Phasen-
raum integrabel ist, konnte bereits gezeigt werden. Da das Fernziel allerdings die
semiklassishe Behandlung ultrakalter Bosonen in ausgedehnten optishen Gittern
ist, und auh experimentell immer neue Fallengeometrien ershlossen werden [121℄,
die es zu beshreiben gilt, soll in diesem Kapitel noh einen Shritt weiter gegangen
und ein System aus drei gekoppelten Potentialtöpfen untersuht werden.
Shon im Fall des Doppelmuldenpotentials stellte sih die Dynamik der Boso-
nen durh das Wehselspiel von Tunneldynamik einerseits und Nihtlinearität der
Wehselwirkung andererseits als höhst interessant dar. War das Doppelmulden-
system noh integrabel, so gilt dies für das Drei-Topf-System (DTS) niht mehr.
Eine resultierende Dynamik, die sogar noh reiher an Phänomenen und Eigen-
shaften ist [122, 123, 124℄, und immer neue experimentelle Möglihkeiten, solhe
Systeme in die Realität umzusetzen [125, 79℄, lieÿen das DTS zu einem beliebten
Forshungsmodell werden. In der Literatur lassen sih bereits Aussagen zum dy-
namishen Verhalten ultrakalter Bosonen im Drei-Topf-System nden.
Trotz der Einfahheit des Modells ist die korrespondierende Dynamik geprägt von
einer starken inneren Instabilität und damit einhergehendem haotishem Ver-
halten [122, 126, 127℄ als Folge der Kombination aus dem nihtlinearen Charak-
ter, hervorgerufen durh die Wehselwirkung der Bosonen untereinander, und der
Nihtintegrabilität des Systems. Unter haotishem Verhalten ist hier und in der
Regel ein Auftreten positiver Lyapunov-Exponenten zu verstehen, in dessen Fol-
ge Trajektorien, die sih anfänglih in unmittelbarer Nähe voneinander benden,
mit der Zeit exponentiell auseinanderlaufen. Die maximalen Lyapunov-Exponenten
wurden für das ultrakalte bosonishe DTS in [122℄ untersuht.
Je nah Gröÿe der Systemparameter lassen sih im DTS  ähnlih wie im Fall
des Doppelminimums  vershiedene Regime mit dazugehörigen Phasenraumbe-
reihen abgrenzen. Unter gewissen Bedingungen durhläuft das System reguläre
Dynamik wie niht-lineare Plasmaoszillationen und den bereits aus den Kapiteln
4 und 5 bekannten Self-Trapping-Eekt [123, 124, 127℄. Dieses Verhalten wird
auf Subregime zurükgeführt, für die die Dynamik integrabel ist. Andererseits tritt
zusätzlih haotishe Dynamik auf in Phasenraumbereihen auÿerhalb dieser inte-
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grablen Subregionen. Bildlih gesprohen besteht der Phasenraum aus regulären
Inseln umgeben von haotisher See.
Im Anshluss an die Behandlung des theoretishen Modells, in dessen Rahmen
die Dynamik der ultrakalten Bosonen im DTS zu beshreiben sein wird (Ab-
shnitt 7.1), sollen also ähnlih wie im Fall des Doppelmuldenproblems die rein
klassishe Dynamik, die Trunated Wigner Approximation und die Herman-
Kluk-Propagation vorgestellt werden. Die jeweiligen Ergebnisse werden shlieÿlih
im Vergleih zur numerish exakten Dynamik präsentiert und erörtert (Abshnitt
7.2).
7.1 Theoretishe Beshreibung der Dynamik im DTS
Analog zur theoretishen Beshreibung ultrakalter Bosonen im Doppelminimum
dient als Ausgangspunkt der Vielteilhenhamiltonoperator (2.1). Erneut ist bei
ultrakalten Gasen davon auszugehen, dass lediglih die niedrigsten Moden im Po-
tential besetzt sind. Der Bose-Hubbard-Hamiltonian ergibt sih also in diesem Fall
als
ĤBH3 = U(ĉ
†
1ĉ
†
1ĉ1ĉ1+ ĉ
†
2ĉ
†
2ĉ2ĉ2+ ĉ
†
3ĉ
†
3ĉ3ĉ3)−T12(ĉ†1ĉ2+ ĉ†2ĉ1)−T23(ĉ†2ĉ3+ ĉ†3ĉ2) . (7.1)
Wie in Kapitel 4 stehen ĉ†i und ĉi für die Erzeuger und Vernihter eines Teilhens
im i-ten Topf. Der bereits in Abshnitt 4.2.1 eingeführte Parameter U bezeih-
net ein Maÿ für die Stärke der Wehselwirkung der Bosonen untereinander. Zur
Vereinfahung des Modells wurde angenommen, dass die drei Potentialtöpfe in ei-
ner Linie aufgereiht sind. In dieser Anordnung ist Tunneln lediglih zwishen Topf
eins und zwei (Tunnelparameter T12) sowie Topf zwei und drei (Tunnelparameter
T23) möglih. Tunneleekte höherer Ordnung werden in dem Modell vernahlässigt.
Zwar lässt sih selbstverständlih mit Numerik manh Ergebnis erzielen, jedoh
wähst die Dimension des DTS niht mehr linear mit der Anzahl der involvierten
Teilhen wie beim Doppelmuldensystem, sondern quadratish mit N : Die Dimen-
sion ergibt sih zu (N + 2)(N + 1)/2 und stellt die Anzahl der Varianten dar, die
N ununtersheidbaren Teilhen auf drei Töpfe zu verteilen. Das Diagonalisieren
des Hamiltonoperators ist also auf wenige hundert Teilhen beshränkt, so dass die
Honung sogar noh stärker auf den Möglihkeiten der semiklassishen Methoden
ruht als im Fall des Doppelmuldensystems.
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Wie für das Zwei-Moden-Modell ist es sinnvoll, eine allgemeine Wellenfunktion
in den Fok-Zuständen |n1, n2, n3〉 zu entwikeln, so dass
|ψ〉 =
∑
n1+n2+n3=N
cn1,n2,n3|n1, n2, n3 = N − n1 − n2〉 .
Die Summe läuft über alle Möglihkeiten, die N Atome in den drei Töpfen zu
verteilen. Die Zeitentwiklung der Wellenfunktion ist dann analog zu Abshnitt
4.3.1 zu shreiben als
|ψ(t)〉 =
∑
n1+n2+n3=N
bn1,n2,n3e
−iEn1,n2,n3 t/~|φn1,n2,n3〉 ,
wobei die |φn1,n2,n3〉 die (N + 2)(N + 1)/2 Eigenfunktionen des Bose-Hubbard-
Hamiltonians (7.1) mit den dazugehörigen Eigenenergien En1,n2,n3 sind, welhe
durh das Diagonalisieren des Hamiltonoperators gewonnen werden. Die Koezi-
enten bn1,n2,n3 = 〈φn1,n2,n3|ψ0〉 enthalten die Information über die Anfangswellen-
funktion |ψ0〉. Da in den Experimenten gewöhnlih die Anzahl der Teilhen in den
Töpfen gemessen wird, soll entsprehend die Dynamik der Erwartungswerte der
Anzahloperatoren untersuht werden. Weil auh hier die Gesamtzahl der Atome N
als konstant angenommen wird, ist es ausreihend, die Teilhenzahlen in zwei der
drei Töpfe zu diskutieren, also 〈ĉ†1ĉ1〉 und 〈ĉ†2ĉ2〉. Um überhaupt Dynamik im DTS
zu initiieren, muss das System mithilfe eines Quenh aus dem Gleihgewiht ge-
braht werden, z.B. ähnlih wie in Kapitel 4 durh eine Verkippung des Potentials.
Der Grundzustand des gekippten Systems wird zum Anfangszustand im ungekipp-
ten System, analog zu dem Fall des Doppelminimums. In der vorliegenden Arbeit
wird für die Verkippung von einem weiteren Term im Bose-Hubbard-Hamiltonian
ausgegangen
ĤBH3,δ = ĤBH3 + δ(n̂1 − n̂2) . (7.2)
Dieser führt zu einer unausgeglihenen anfänglihen Teilhenzahl in den Töpfen
und initiiert somit die Dynamik.
Die Aspekte der komplexen und überaus interessanten Dynamik im DTS wurden
in der Literatur bereits ausführlih theoretish erörtert (siehe [123, 124, 122, 127℄).
Um diese Ergebnisse kurz vorstellen zu können, soll im Folgenden die rein klas-
sishe Näherung eingeführt werden, auf der die Untersuhungen unter anderem
beruhen und die einen Einblik in die Ursprünge der komplexen Dynamik im DTS
bietet. Die Näherung folgt wiederum aus der rein klassishen Gross-Pitaevskii-
Approximation. Analog zu Abshnitt 4.2.2 werden die Operatoren ersetzt gemäÿ
ĉi ⇒
√
ni(t)e
iφi(t)
ĉ†i ⇒
√
ni(t)e
−iφi(t) ,
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wobei die ni wieder die Teilhenzahlen im i-ten Topf mit den dazugehörigen Phasen
φi bezeihnen. Nah dem Ersetzen der Operatoren durh komplexe Amplituden
ergibt sih die klassishe Hamiltonfunktion
H(n1, n2, ϕ1, ϕ2) = U(n
2
1 + n
2
1 + (N − n1 − n2)2)
− 2T12
√
n1(N − n1 − n2) cos(ϕ1)
− 2T23
√
n2(N − n1 − n2) cos(ϕ2) . (7.3)
Hier wurde bereits die feste Gesamtteilhenzahl N genutzt, und die Phasendie-
renzen wurden ersetzt wie folgt: ϕ1 = φ1 − φ2, ϕ2 = φ2 − φ3. Die Dimension des
Phasenraums reduziert sih somit auf D = 4. Zur besseren Übersihtlihkeit wird
im Folgenden T12 = T23 = T angenommen. Gemäÿ der detaillierten Ausführung
in [127℄ ndet man für die klassishe Hamiltonfunktion (7.3) die hamiltonshen
Bewegungsgleihungen
ṅ1 =
∂H
∂ϕ1
= 2T
√
n1(N − n1 − n2) sinϕ1 (7.4)
ṅ2 =
∂H
∂ϕ2
= 2T
√
n2(N − n1 − n2) sinϕ2 (7.5)
ϕ̇1 = −
∂H
∂n1
= 2U(N − 2n1 − n2)−
Tn2 cosϕ2
√
n2(N − n1 − n2)
+
T (N − 2n1 − n2) cosϕ1
√
n1(N − n1 − n2)
(7.6)
ϕ̇2 = −
∂H
∂n2
= 2U(N − n1 − 2n2)−
Tn1 cosϕ1
√
n1(N − n1 − n2)
+
T (N − n1 − 2n2) cosϕ2
√
n2(N − n1 − n2)
. (7.7)
Obwohl diese rein klassishe Dynamik lediglih einer sehr groben Näherung ent-
spriht, kann sie doh  ähnlih wie im Fall des Doppelmuldenproblems (Abshnitt
4.3.2)  zum qualitativen Verständnis der komplexen Dynamik beitragen. In die-
sem Zusammenhang ist es von Interesse, den Phasenraum in Abhängigkeit der
Systemparameter zu betrahten. Anders als im Zwei-Moden-Problem ist das Sys-
tem niht mehr integrabel, so dass der Phasenraum je nah Wahl der Parameter
durhaus gemisht sein kann, also aus regulären Inseln umgeben von haotishen
Gebieten besteht. Dies ist ausführlih in den Artikeln [122, 127℄ nahzulesen. Nah
[122℄ sind folgende für diese Arbeit interessante Regime abzugrenzen:
• Orbits mit Anfangsbedingungen in der Nähe der Grundzustände zeigen re-
guläres Verhalten, und die Populationen ni oszillieren periodish.
• Orbits mit Anfangsbedingungen in der Nähe instabiler Fixpunkte verhalten
sih im Allgemeinen haotish.
Für hinreihende Entfernungen von den Fixpunkten existieren ebenso regu-
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läre Orbits. Diese Trajektorien für die ni sind im Phasenraum wohl separiert,
so dass hier der Eekt des Self-Trappings auftritt.
In [122℄ werden zudem Anfangsbedingungen untersuht, zu denen eine Mulde prak-
tish leer ist und bleibt, die hier jedoh niht weiter verfolgt werden. Zudem ha-
rakterisiert nah [122℄ der Wert des Parameters Λ = NU/T den Charakter der
Dynamik analog zum Doppelmuldensystem. Hier hängt die Existenz bestimm-
ter Fixpunkte im Phasenraum von Λ ab, was die Art der Dynamik entsheidend
beeinusst. Die Abbildung 7.1 illustriert die Dynamiken der Populationen ni in
diversen Regimen mit je untershiedlihen Anfangsauslenkungen. Die Graphiken
7.1a) und b) zeigen oensihtlih reguläre Dynamik im STR. Für das kleinere Λ
in 7.1b) fällt der Self-Trapping-Eekt niht ganz so stark aus. 7.1) und 7.1d)
bilden Dynamiken mit gleihem Λ und untershiedlihen Anfangsbedingungen ab.
Erkennbar ndet ein Übergang statt: Für Anfangsbedingungen nahe am Grundzu-
stand (7.1)) ist die Dynamik regulär, für gröÿere anfänglihe Auslenkungen wird
sie haotish (7.1d)) (s.o.). Den Graphiken 7.1e) und 7.1f) liegen bis auf die an-
fänglihe Auslenkung die gleihen Parameter zugrunde wie der Abbildung 7.1a).
Auh aus dieser Abbildung geht ein Abnehmen der Regularität hervor  es treten
kleine Kollapse und Revivals auf, die niht mehr so regelmäÿig sind wie für klei-
neres Λ in Abbildung 7.1b).
Nah den Herausarbeitungen von Kapitel 4.3.2 ist die rein klassishe Dynamik
shon für den Fall des Doppelmuldensystems niht in der Lage, die Dynamik der
Populationen zu reproduzieren, von dem Sonderfall des Rabi-Regimes (Λ ≪ 1)
abgesehen. Dies stellt sih für das DTS ähnlih bzw. noh drastisher dar. Es
zeigt sih, dass die rein klassishe Dynamik (7.4) bis (7.7) die numerish exakte
im Allgemeinen auf nur sehr kleinen Zeitskalen rihtig beshreibt. Allerdings re-
produzieren die klassishen Gleihungen die korrekten Oszillationsfrequenzen für
diejenigen Bereihe, in denen die Drei-Topf-Dynamik ein hohes Maÿ an Regula-
rität aufweist. Für gröÿere Werte von Λ und stärkere Auslenkungen δ hingegen
versagt die rein klassishe Dynamik genau wie im Doppelmuldensystem. Insbe-
sondere für sehr groÿe Auslenkungen mit der von ihnen induzierten haotishen
Dynamik können die klassishen Bewegungsgleihungen keine sinnvollen Aussagen
über die Quantendynamik der Populationen treen. Trotzdem ist die groÿe Bedeu-
tung der klassishen Bewegungsgleihungen niht von der Hand zu weisen. Niht
nur führen die Untersuhungen der Phasenräume und Fixpunkte auf ihrer Basis
zu qualitativen Erkenntnissen [124, 122, 127℄, sie dienen auh als Ausgangspunkt
semiklassisher Untersuhungen, unter anderem von TWA und semiklassishen
Propagationen.
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Abbildung 7.1: Numerish exakte Ergebnisse für die Dynamik der Populationen n1
(grün), n2 (blau) und n3 (rot) im DTS im Rahmen der Drei-Moden-
Näherung für N = 30 und vershiedene Tunnelraten, Wehselwirkungs-
stärken und Anfangsauslenkungen:
a) T = 10, U = 1, δ = 0.1, b) T = 50, U = 1, δ = 20,
) und d) T = 1, U = 1, δ = 1 bzw. δ = 10,
e) und f) T = 10, U = 1, δ = 10 für zwei vershiedene Zeitfenster.
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7.1.1 TWA im Drei-Topf-System
Da die klassishen Bewegungsgleihungen (7.4) bis (7.7) die Dynamik der ultra-
kalten Bosonen niht hinreihend beshreiben können, soll im weiteren Verlauf der
vorliegenden Arbeit die Dynamik im Rahmen der in Abshnitt 3.3 vorgestellten
TWA diskutiert werden. Im Doppelmuldensystem erbrahte die TWA für jedes
einzelne vorgestellte Regime gute Übereinstimmung mit der numerish exakten
Dynamik auf einer Zeitskala bis zum ersten Revival. Die Revivals selbst konnte sie
jedoh niht reproduzieren.
Das weitere Vorgehen erfolgt im Prinzip analog zu Abshnitt 6.1: Der Quantenha-
rakter der zu propagierenden Wellenfunktion wird durh das Sampeln einer groÿen
Anzahl von Anfangsbedingungen reproduziert. Diese werden so ausgewählt, dass
deren Verteilung der Wignerfunktion der anfänglihen Wellenfunktion entspriht.
Der einzige Untershied zum Doppelmuldensystem liegt in der höheren Dimension
des Phasenraums (hier 4). Folglih ist eine gröÿere Anzahl von Trajektorien (hier
104) zu propagieren, um die Konvergenz der Dynamik zu erreihen. Die Wigner-
verteilung folgt der klassishen Liouvillegleihung
∂
∂t
W (ϕ1, ϕ2, n1, n2) = {H(ϕ1, ϕ2, n1, n2),W (ϕ1, ϕ2, n1, n2)} ,
und die einzelnen Trajektorien werden gemäÿ den klassishen Bewegungsgleihun-
gen (7.4) bis (7.7) in der Zeit entwikelt. Sie werden zur Bestimmung von Erwar-
tungswerten aufsummiert.
Die resultierenden Ergebnisse sollen im Anshluss an die folgende Vorstellung der
Herman-Kluk-Propagation für das DTS diskutiert werden.
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7.1.2 HK-Propagation im Drei-Topf-System
Nah den Abshnitten 5 und 6.2 ist zu erwarten, dass semiklassishe Propaga-
tionen und Methoden in der Lage sein könnten, die exakte Quantendynamik im
DTS zu beshreiben. Zur Propagation mit dem HK-Propagator wird entsprehend
Abshnitt 6.2 verfahren. Auh in der Drei-Moden-Näherung ist der volle HK-
Propagator (3.18) stark zu vereinfahen. Der einzige Untershied zum Fall des
Doppelminimus liegt in der Dimensionalität: Aus j und ϕ werden Vektoren der
Dimension zwei im HK-Propagator (6.2). Deren Zeitabhängigkeit ist erneut durh
die klassishen Bewegungsgleihungen (7.4) bis (7.7) gegeben. Analog zu Abshnitt
6.2 ist die Zeitentwiklung der Wirkung
Ṡ = ϕṅ−H(ϕ,n) = −U
(
n21 + n
2
2 + (N − n1 − n2)2
)
− 2T
√
n1(N − n1 − n2)ϕ1 sinϕ1 − 2T
√
n2(N − n1 − n2)ϕ2 sinϕ2
+ 2T
√
n1(N − n1 − n2) cosϕ1 + 2T
√
n2(N − n1 − n2) cosϕ2 .
Weiterhin gelten für die Monodromiematrixelemente, die in den komplexen HK-
Vorfaktor
R(ϕi,ni, t) = det
[
1
2
(
m11 +m22 − i~γm21 −
1
i~γ
m12
)]1/2
eingehen, folgende Dierentialgleihungen






ṁI11 ṁ
I
12 ṁ
II
11 ṁ
II
12
ṁI21 ṁ
I
22 ṁ
II
21 ṁ
II
22
ṁIII11 ṁ
III
12 ṁ
IV
11 ṁ
IV
12
ṁIII21 ṁ
III
22 ṁ
IV
21 ṁ
IV
22






(7.8)
=







− ∂H2
∂n1∂ϕ1
− ∂H2
∂n1∂ϕ2
−∂H2
∂n21
− ∂H2
∂n1∂n2
− ∂H2
∂n2∂ϕ1
− ∂H2
∂n2∂ϕ2
− ∂H2
∂n1∂n1
−∂H2
∂n22
∂H2
∂ϕ21
∂H2
∂ϕ1∂ϕ2
∂H2
∂n1∂ϕ1
∂H2
∂n2∂ϕ1
∂H2
∂ϕ1∂ϕ2
∂H2
∂ϕ22
∂H2
∂n1∂ϕ2
∂H2
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,
die analog zu Kapitel 6.2 mit dem Runge-Kutta-Verfahren numerish zu lösen
sind. Der explizite komplette Satz dieser Dierentialgleihungen ist im Anhang C
zu nden. Ebenfalls genau wie in 6.2 wird der Realteil des Überlapps 〈zi|z0〉 ge-
sampelt, und anshlieÿend eine Monte-Carlo-Integration zur Lösung des Integrals
im HK-Propagator (3.14) durhgeführt. Die resultierenden Ergebnisse werden im
folgenden Abshnitt vorgestellt.
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7.2 Vergleih der Ergebnisse
Um nun die mithilfe der TWA und der HK-Propagation gewonnenen Ergebnisse
bewerten zu können, werden sie in Abbildung 7.2 für eine Dynamik der Population
im ersten Potentialtopf im Vergleih zum numerish exakten Ergebnis dargestellt.
Die Systemparameter wurden wie in Abbildung 7.1e) und 7.1f) gewählt, in der die
resultierenden exakten Ergebnisse wahre Quantenharakteristika wie Kollapse und
Revivals aufweisen.
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
6
7
8
9
10
11
12
t
n
1
Abbildung 7.2: Vergleih numerish exakter Ergebnisse (blau gestrihelt) mit HK-
Propagation (grün durhgezogen) und TWA (rot gepunktet) für die Dy-
namik der Population n1 im DTS im Rahmen der Drei-Moden-Näherung
für N = 30, T = 10, U = 1 und δ = 10. Zur Erzeugung der semiklassi-
shen Daten wurden 2× 104 Trajektorien propagiert.
Auf Basis der Abbildung sind diverse Aussagen zu treen. Zum ersten wird er-
sihtlih, dass weder die TWA noh die semiklassishe HK-Propagation in der Lage
sind, die numerish exakte Dynamik auf einer groÿen Zeitskala korrekt wiederzu-
geben. Besonders die TWA reproduziert lediglih die ersten beiden Oszillationen
der Population, und das Signal zerfällt rash im Anshluss. Die HK-Resultate fol-
gen hingegen den numerish exakten für a. vier Oszillationen und stellen shon
dadurh eine deutlihe Verbesserung gegenüber der TWA dar. Vor allem verhält
es sih hier ähnlih wie im Fall des Doppelmuldensystems: Nah dem Zerfall des
Signals ist die TWA niht mehr in der Lage, Revivals zu liefern, so dass sih ihre
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Dynamik spätestens nah dem ersten Zerfall, der in der Abbildung 7.2 shon nah
drei Oszillationsperioden eintritt, als unbrauhbar erweist. Die mithilfe des HK-
Propagators und damit unter Berüksihtigung der quantenmehanishen Phasen
erzeugten semiklassishen Ergebnisse hingegen beshreiben ähnlih wie die exakten
ein Revival, dessen Einhüllende der der exakten Numerik entspriht. Die Oszilla-
tionen sind zwar zwishenzeitlih phasenvershoben, sheinen sih aber ab einem
gewissen Zeitpunkt (t ≈ 3.5 in Abbildung 7.2) dem exakten Verlauf wieder an-
zunähern.
Das Versagen der TWA ist auf die komplexe Struktur des Phasenraums zurük-
zuführen. Je kleiner Λ und je kleiner die Anfangsauslenkungen, desto regulärer ist
der Phasenraumbereih, in dem die Dynamik stattndet, so dass für diese Werte
die TWA zur Beshreibung der Dynamik in Betraht kommt. Für wahsendes Λ
werden die haotishen Anteile im Phasenraum gröÿer [122℄, und damit die Be-
reihe, für die die TWA sheinbar keine sinnvollen Aussagen mehr mahen kann.
Weiterhin wurde im Theorieteil 3.3 bereits festgestellt, dass die TWA eine gute
Näherung sein sollte für Systeme, in denen eine groÿe Anzahl von Teilhen beteiligt
ist, bzw. sogar exakt ist für N → ∞. In der Abbildung 7.2 nun wurde ein System
betrahtet, das aus lediglih 30 Atomen besteht. Dies ist oensihtlih keine sehr
groÿe Teilhenzahl, so dass noh zu untersuhen bleibt, ob die TWA bessere Er-
gebnisse für deutlih gröÿere N liefern kann.
Als Ursahen für die Abweihungen der semiklassishen von der exakten Dynamik
kommen drei Umstände in Betraht. Zum ersten besteht auh hier das Problem
der kleinen Teilhenzahl. Da aber für die Semiklassik gerade ähnlih wie bei der
TWA eine sehr groÿe Anzahl an Teilhen vorausgesetzt wird, wäre eine Verbesse-
rung der Ergebnisse mit wahsendem N denkbar.
Zweitens tritt auh hier das bereits im Zusammenhang mit dem Doppelminimum
erwähnte Problem des endlihen Phasenraums in der Anzahl-Phasen-Darstellung
in Ersheinung. Indem der Phasenraum für das DTS unter anderem aus haoti-
shen Bereihen besteht, gelangen auh Trajektorien, die anfänglih im Zentrum
des Phasenraums lokalisiert sind, shnell an dessen Rand. Wie bereits ausgeführt
(Kapitel 6.2), sind solhe Beiträge zu verwerfen, da die zugehörigen kohärenten
Zustände durh die Phasenraumgrenze abgeshnitten werden und somit niht ad-
äquat zur Dynamik beitragen. Besonders für groÿes Λ und starke anfänglihe Aus-
lenkungen wird die Anzahl dieser Trajektorien so umfangreih, dass das Wellen-
paket niht mehr sinnvoll darzustellen ist. Insofern wäre es interessant zu klären,
ob ein Wehsel in eine Ort- und Impuls-Darstellung eine Verbesserung der semi-
klassishen Ergebnisse mit sih bringen würde.
Das dritte und wahrsheinlih bedeutendste Hindernis erklärt sih ebenfalls als
Folge der haotishen Bereihe im Phasenraum. Wie bereits in Theorieabshnitt
3.2.2 dargelegt, entspriht der HK-Vorfaktor einem Maÿ für die Stabilität der ein-
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zelnen zu propagierenden Trajektorien. Je kleiner die Stabilität, desto gröÿer fällt
der Betrag des Vorfaktors aus. In der Folge werden die Beiträge gerade der haoti-
shen Trajektorien, die ja eine geringe Stabilität aufweisen, mit der Zeit exponen-
tiell groÿ [128℄: Sie wahsen mit dem Lyapunov-Exponenten [129℄. In der Praxis
sind solhe Trajektorien daran zu erkennen, dass die Norm der zu ihnen gehören-
den kohärenten Zustände mit der Zeit immens groÿ wird, obwohl die Norm der
korrekt beitragenden semiklassishen Wellenfunktionen sih mehr oder weniger bei
eins bewegen sollte [130℄. Somit vermögen shon wenige hoh instabile Trajekto-
rien den gesamten Ausdruk im Integral des HK-Propagators zu dominieren, was
zu ernstlihen Fehlern in den semiklassishen Ergebnissen und zu shlehter Kon-
vergenz führen kann.
Die Abbildung 7.3 zeigt das über n2 gemittelte Betragsquadrat
P (n1) =
∫
dn2|ψ(n1, n2)|2
der exakten Wellenfunktion und das der semiklassishen in der n1-Basis zu der
in 7.2 gezeigten reduzierten Dynamik. Hier ist deutlih der erwähnte Eekt der
wahsenden Norm zu erkennen. Die semiklassishe Wellenfunktion folgt der ex-
akten relativ genau bis zum Kollaps. Für gröÿere Zeiten läuft sie dann jedoh in
der n1-Basis auseinander, und anhand der Farbkodierung ist die stark wahsende
Norm zu erkennen, die letztlih für die Verfälshung der Ergebnisse verantwortlih
ist. Wie in [128℄ diskutiert, lassen sih die semiklassishen Ergebnisse mit wah-
sender Anzahl propagierter Trajektorien verbessern, indem die Beiträge der hoh
haotishen Trajektorien in der Lage sind, sih gegenseitig auszulöshen. Anderer-
seits steigt parallel auh der damit verbundene Rehenaufwand.
Zur Umgehung des Problems und somit zur Verbesserung der Resultate lassen
sih mit zu groÿer Norm beitragende Trajektorien im Prinzip selbstverständlih
aussortieren [128℄, was aber gleihzeitig dazu führt, dass die Wellenfunktion niht
mehr komplett repräsentiert wird. Dieser Ansatz ist also nur unter der Voraus-
setzung sinnvoll, dass noh genug Trajektorien zur hinreihenden Darstellung der
Gesamtwellenfunktion verbleiben und der auf das Aussortieren zurükzuführende
Fehler zu vernahlässigen ist. Dies sollte der Fall sein, solange sih der Anteil der
verworfenen Trajektorien im einstelligen Prozentbereih bewegt [128℄. Für die Ab-
bildungen 7.2 und 7.3 wurden bereits a. fünf Prozent der Trajektorien aussortiert,
so dass diese Anzahl kaum noh zu vergröÿern ist, möhte man die Wellenfunktion
noh hinreihend darstellen können.
Dass die shlehte Übereinstimmung der semiklassishen mit der exakten Dyna-
mik auf die haotishen Bereihe im Phasenraum zurükzuführen ist, geht auh
aus Abbildung 7.4 im Vergleih zu 7.2 hervor. Abgesehen von einer gröÿeren an-
fänglihen Auslenkung δ = 20 zeigt Abbildung 7.4 für dieselben Parameter wie in
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Abbildung 7.3: Dynamik der Wellenfunktion der ultrakalten Bosonen im n1-Raum für
das DTS im Rahmen der Drei-Moden-Näherung a) numerish exakt
und b) mithilfe des HK-Propagators für 104 ausgewürfelte Trajektorien
berehnet für jeweils N = 30, T = 10, U = 1 und δ = 10.
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Abbildung 7.2 eine Gegenüberstellung der exakten, der aus der TWA resultieren-
den und der semiklassishen reduzierten Dynamik. Nahdem die Dynamik umso
irregulärer wird, je gröÿer die anfänglihe Auslenkung und somit die Energiedie-
renz zum Grundzustand ist, gelangen immer mehr der gesampelten Trajektorien
in die haotishen Gebiete im Phasenraum. In der Folge waren zur Bestimmung
der semiklassishen Wellenfunktion a. 50 Prozent der Trajektorien zu verwerfen.
Dass dies zu keinem guten Ergebnis führen kann, ist oensihtlih und in Abbil-
dung 7.4 zu sehen: Die semiklassishe beshreibt die exakte Dynamik annähernd
ebenso shleht wie die TWA.
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Abbildung 7.4: Vergleih numerish exakter Ergebnisse (blau gestrihelt) mit HK-
Propagation (grün durhgezogen) und TWA (rot gepunktet) für die Dy-
namik der Population n1 im DTS im Rahmen der Drei-Moden-Näherung
für N = 30, T = 10, U = 1 und δ = 20. Zur Erzeugung der semiklassi-
shen Daten wurden 2× 104 Trajektorien propagiert.
Da die Ausdehnung der haotishen Bereihe im Phasenraum mit Λ wähst, sollte
die HK-Propagation für kleine Werte von Λ im Prinzip gut sein. Zur Überprü-
fung dieser Annahme könnte also im nähsten Shritt für solh kleine Λ zu der
oben genannten Ort-Impuls-Darstellung übergegangen und eine systematishe se-
miklassishe Untersuhung für deutlih gröÿere Teilhenzahlen in Abhängigkeit der
Anzahl der gesampelten Trajektorien durhgeführt werden.
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8 Zusammenfassung und Ausblik
Die vorliegende Arbeit ging der Frage nah, inwieweit sih semiklassishe Me-
thoden zur Anwendung auf Systeme ultrakalter wehselwirkender Bosonen eignen.
Wenngleih die Gross-Pitaevskii-Gleihung bereits einen theoretishen Rahmen zur
Beshreibung der Dynamik der Wellenfunktion ultrakalter Bosonen unter Vernah-
lässigung der Fluktuationen bietet, besteht doh nah wie vor Bedarf an theoreti-
shen Werkzeugen, die in der Lage sind, den vollen N-Teilhenzustand zu erfassen,
also über die Wellengleihung eines klassishen Feldes hinauszugehen. Dafür bietet
sih die Semiklassik an, die auf den klassishen Ergebnissen aufbaut, sie aber um
die Quantenphasen und damit Interferenzen erweitert.
Um die Eignung semiklassisher Methoden im Bereih der ultrakalten Bosonen
zu analysieren, wurde als zentrales Modellsystem ein Bose-Einstein-Kondensat im
Doppelminimum gewählt, welhes bereits von der Heidelberger Gruppe um Pro-
fessor Oberthaler experimentell realisiert werden konnte. Diese Anordnung ist aus
dynamisher Siht überaus ergiebig, da die Bosonen theoretish eine interessante
Dynamik in Form einer Sequenz aus Oszillationen, Kollapsen und Revivals durh-
laufen. Der theoretishe Rahmen der Zwei-Moden-Näherung bietet die Möglihkeit,
die semiklassishen Ergebnisse mit numerish exakten zu vergleihen.
Mithilfe der WKB-Quantisierung und des besonders aus der Molekülphysik be-
kannten Reexionsprinzips konnte ein geshlossener analytisher Ausdruk für die
Dynamik der Populationsdierenz der Atome im Doppelmuldensystem hergelei-
tet werden. Vergleihe mit numerish exakten Ergebnissen im Rahmen des Zwei-
Moden-Modells bestätigten, dass die gefundene semiklassishe Dynamik die exakte
Dynamik für alle vorgestellten Parameterregime überrashend genau wiedergibt.
Die hergeleitete semiklassishe Formel stellt eines der wesentlihen Ergebnisse die-
ser Arbeit dar. Auf ihrer Grundlage erst lieÿen sih die harakteristishen Eigen-
shaften der Zeitentwiklung der Populationen in den Potentialtöpfen in Abhängig-
keit der relevanten Systemparameter diskutieren. Im weiteren waren aus ihr auh
die analytishen Ausdrüke für die Plasmafrequenz ω̃p, die Kollapszeit Tkollaps und
die Revivalzeit Trev ausshlieÿlih in Abhängigkeit der Wehselwirkungsstärke U ,
Teilhenzahl N , Tunnelrate T und Anfangsauslenkung der Bosonen zu entnehmen.
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Die analytishen semiklassishen Ausdrüke gehen weit über die in der Literatur
bekannten Ergebnisse hinaus, die lediglih den nahezu klassishen Fall hinreihend
beshreiben können, in dem die Anzahl der involvierten Teilhen groÿ ist, und die
Wehselwirkungsstärken im Verhältnis zu den Tunnelraten sehr klein sind. Solange
die semiklassishen Korrekturterme in diesem Grenzfall gleih eins werden, stim-
men die hier erarbeiteten Ausdrüke mit denen in der Literatur überein. Sobald
aber das Verhältnis UN/T  wie in den Experimenten üblih  gröÿer wird, ge-
winnen die Korrekturen an Bedeutung, so dass die aus der Literatur bekannten
Formeln bei der Beshreibung der exakten Dynamik versagen. Im Gegensatz dazu
erwiesen sih die semiklassishen Ausdrüke als nahezu exakt. Mit ihrer Hilfe lieÿ
sih z.B. die im Experiment [68℄ gemessene Plasmafrequenz reproduzieren.
Auh zu den in der Literatur zum Teil beobahteten Abhängigkeiten der Revi-
valzeit lieÿen sih Aussagen treen. Die semiklassishe Betrahtung konnte her-
ausarbeiten, dass die dort hergeleiteten Ergebnisse nur für konkrete Spezialfälle
gelten und die daraus abgeleiteten Verallgemeinerungen unzutreend sind.
Zu hoen bleibt, dass Gröÿen wie die Kollaps- und Revivalzeiten in der näheren
Zukunft ebenfalls experimentelle Bestätigung nden.
Der mähtige analytishe semiklassishe Ausdruk bot zudem qualitative Einbli-
ke in den Ursprung weiterer Charakteristika der Dynamik ultrakalter Bosonen in
der Zwei-Moden-Näherung. Mit seiner Hilfe lieÿ sih auh die Herkunft der klei-
nen Drittelrevivals klären, die bis auf den absoluten Betrag reproduziert werden
konnten. Die Anwendung semiklassisher Methoden auf ultrakalte Bosonensyste-
me erweist sih also in Bezug auf die Beantwortung aktueller Fragestellungen als
vielversprehend.
Zu den genannten analytishen Betrahtungen trat in Kapitel 6 als weiterer Shwer-
punkt dieser Arbeit die Herman-Kluk-Propagation. Deren Ergebnisse waren nun
zu vergleihen mit den numerish exakten, den rein klassishen, im Rahmen der
Gross-Pitaevskii-Theorie gewonnenen, und den aus der Trunated Wigner Appro-
ximation resultierenden. Nah der vorliegenden Literatur können die klassishen
Gleihungen die exakte Dynamik der Bosonen niht hinreihend beshreiben, ob-
wohl sie qualitativen Aufshluss über den Zusammenhang zwishen den System-
parametern und der Art der auftretenden Dynamik geben. Ein Fortshritt war mit
dem Einsatz der TWA zu verzeihnen, die die Dynamik zumindest auf der Zeitska-
la des ersten Kollapses beshreiben konnte. Die als typishe Quanteneigenshaften
geltenden Revivals lassen sih mit der TWA hingegen niht erzeugen, da zwar
ein ganzes Ensemble von Trajektorien betrahtet wird, deren Interferenzeekte
aber keine Berüksihtigung nden. Diese Lüke nun konnte die HK-Propagation
shlieÿen: Da sie neben den einzelnen Trajektorien auh deren quantenmehani-
she Phasen mit einbezieht, die für die Quanteninterferenzen verantwortlih sind,
waren mit ihrer Hilfe alle Charakteristika der exakten Dynamik zu reproduzieren,
im Besonderen auh die Revivals.
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Im Fokus von Kapitel 7 stand dann noh die theoretishe Beshreibung der Zeit-
entwiklung ultrakalter Bosonen in einem Potentialsystem aus drei Töpfen. Die-
se Dynamik erweist sih aufgrund der Nihtintegrabilität des Systems als sogar
noh faettenreiher als die im Doppelminimum. In der Gegenüberstellung von
exakter Numerik, rein klassisher Dynamik, TWA und semiklassisher Herman-
Kluk-Propagation kristallisierten sih wihtige Sahverhalte heraus. Im Ergebnis
beshreibt das semiklassishe Verfahren die exakte Dynamik zwar besser als die
beiden anderen Methoden, bleibt in seiner Überlegenheit allerdings auf relativ
kleine Zeitskalen beshränkt, was auf die haotishen Bereihe im Phasenraum zu-
rükzuführen ist. Weiterhin stellte sih die Endlihkeit des Phasenraums in der
Anzahl-Phasen-Darstellung als ein Problem heraus. Aufgrund der haotishen Be-
reihe gelangen die zu propagierenden Trajektorien shnell an den Rand des Pha-
senraums, so dass deren Beiträge verworfen werden müssen.
In der Weiterführung dieser Arbeit wäre es somit von groÿem Interesse zu eru-
ieren, ob eine Verbesserung der Ergebnisse mit einem Wehsel von der Anzahl-
Phasen-Basis in eine Ort- und Impuls-Darstellung zu erzielen wäre. In dieser ist
der Phasenraum niht endlih und entsprehend die Anzahl der zu verwerfenden
Trajektorien unter Umständen niht so groÿ. Auf diesem Weg lieÿen sih die Re-
sultate der semiklassishen Propagation womöglih entsheidend verbessern.
Die vorliegende Arbeit konnte zeigen, dass sih semiklassishe Methoden hervorra-
gend dazu eignen, die hinzugezogenen Modellsysteme wehselwirkender ultrakalter
Bosonen theoretish zu beshreiben. Besonders für das integrable Doppelmulden-
system erzielte die Semiklassik beahtlih gute Ergebnisse. Inwieweit die Methoden
auh für andere Systeme heranzuziehen sind bleibt weiterer Forshung vorbehalten.
Auh die Beshreibung der stark wehselwirkenden Nihtgleihgewihts-Modellen
innewohnenden Dynamik, bei denen sih wenige Bosonen in einem Gitter aus Po-
tentialtöpfen bewegen, bedarf noh theoretisher Werkzeuge. Denkbar wäre die
Anwendung des HK-Propagators auf ein ausgedehntes Gitter von Bosonen.
Zu wünshen bleibt eine semiklassishe Propagation allgemeiner vollerN-Bosonen-
Zustände in beliebigen Potentialen. Die hier vorgestellte Propagation konnte sih
auf zwei bzw. drei beteiligte Moden beshränken, indem spezielle Fallengeome-
trien gewählt wurden. Die zugrunde liegende klassishe Dynamik bestand daher
aus lediglih zwei bzw. vier gekoppelten Bewegungsgleihungen für die Populatio-
nen und deren Phasen, mit denen die semiklassishe Propagation gespeist wurde.
Zur Behandlung eines ehten Vielmodenproblems müsste der bereits vorgestellte
Herman-Kluk-Propagator für das ganze Feld ausgewertet und die Gross-Pitaevskii-
Gleihung herangezogen werden, um den Beitrag der klassishen Dynamik be-
reitzustellen. Die Rolle von Ort und Impuls würde hier die Wellenfunktion selber
und ihr komplex Konjugiertes übernehmen. Vorbedingung der Betrahtung eines
vollständigen Feldes wären allerdings analytishe Vereinfahungen des komplexen
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Herman-Kluk-Vorfaktors, da dieser die Determinante einer Matrix enthält, deren
Dimension derjenigen des Systems entspriht. Die theoretishe Auseinandersetzung
mit dem semiklassishen Vorfaktor bietet mithin einen Ausgangspunkt für weitere
Forshung.
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Anhang
A Berehnung des Überlapps der kohärenten
Zustände aus Kapitel 3.2.2
Zu berehnen ist der Überlapp der kohärenten Zustände 〈zi|z0〉. Mithilfe deren
Denition in Ortsdarstellung (3.13) aus Abshnitt 3.2.2 lässt sih shreiben
〈zi|z0〉 =
∫
dr〈zi|r〉〈r|z0〉
=
(γi
π
)N/4 (γ0
π
)N/4
∫
dr exp
(
−γi
2
(r − qi)2 −
i
~
pi(r − qi)
)
× exp
(
−γ0
2
(r − q0)2 −
i
~
p0(r − q0)
)
=
(γiγ0
π2
)N/4
exp
(
i
~
(piqi − p0q0)−
γi
2
q2i −
γ0
2
q20
)
× exp
(
1
2(γi + γ0)
(
γiqi + γ0q0 −
i
~
pi +
i
~
p0
)2
)
×
∫
dq exp
(
−γi + γ0
2
(q − c)2
)
︸ ︷︷ ︸
=
√
2π
γi+γ0
,
wobei c eine konstante Vershiebung darstellt. Nah einigem Umstellen und Sor-
tieren nah Real- und Imaginärteil folgt
〈zi|z0〉 =
(
4γiγ0
(γi + γ0)2
)N/4
exp
(
−1
2
γiγ0
(γi + γ0)
(qi − q0)2 −
1
2(γi + γ0)
(pi − p0)2
)
× exp
(
i
~(γi + γ0)
((qi − q0)(γ0pi + γip0))
)
.
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Dies ist shlieÿlih der allgemeinste Ausdruk für den Überlapp der kohärenten
Zustände. Aus diesem folgt für den Spezialfall γi = γ0 wieder der Ausdruk (3.15)
aus Abshnitt 3.2.2
〈zi|z0〉 = exp
(
−γ
4
(qi − q0)2 +
i
2~
(qi − q0)(pi + p0)−
1
4γ~2
(pi − p0)2
)
.
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B Dynamik der Monodromiematrix im
Doppelmuldensystem
Für die Zeitentwiklung der Elemente der Monodromiematrix (3.10) ergibt sih
nah der Dierentialgleihung (3.11) aus Abshnitt 3.2.2 im Doppelmuldensystem
ṁ11 = −
∂2H
∂j∂ϕ
m11 −
∂2H
∂j2
m21
=
2Tj sinϕ
√
(N + 1)2/4− j2
m11
−
(
4U +
2T cosϕ
√
(N + 1)2/4− j2
+
2Tj2 cosϕ
((N + 1)2/4− j2)3/2
)
m21 (8.1)
ṁ12 = −
∂2H
∂j∂ϕ
m12 −
∂2H
∂j2
m22
=
2Tj sinϕ
√
(N + 1)2/4− j2
m12
−
(
4U +
2T cosϕ
√
(N + 1)2/4− j2
+
2Tj2 cosϕ
((N + 1)2/4− j2)3/2
)
m22 (8.2)
ṁ21 =
∂2H
∂ϕ2
m22 +
∂2H
∂j∂ϕ
m21
= 2T
√
(N + 1)2/4− j2 cosϕm11 −
2Tj sinϕ
√
(N + 1)2/4− j2
m21 (8.3)
ṁ22 =
∂2H
∂ϕ2
m12 +
∂2H
∂j∂ϕ
m22
= 2T
√
(N + 1)2/4− j2 cosϕm12 −
2Tj sinϕ
√
(N + 1)2/4− j2
m22 . (8.4)
Diese Gleihungen folgen unter Berüksihtigung der klassishen Hamiltonfunktion
(4.9) für das Doppelmuldenproblem.
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C Bewegungsgleihungen der Elemente der
Monodromiematrix im Drei-Topf-System
Analog zu B ergibt sih für die Dynamik der Elemente der Monodromiematrix
im Drei-Topf-System ein Satz gekoppelter Dierentialgleihungen. Mit (7.8) folgt
explizit
ṁI11 = −
T sinϕ1
√
n1(N − n1 − n2)
(N − 2n1 − n2) mI11 +
T sinϕ2 n2
√
n2(N − n1 − n2)
mI21
−
(
2T cosϕ1
√
n1(N − n1 − n2)
+
T cosϕ1(N − 2n1 − n2)2
2(n1(N − n1 − n2))3/2
+
T cosϕ2 n
2
2
2(n2(N − n1 − n2))3/2
+ 4U
)
mIII11
−
(
T cosϕ1
√
n1(N − n1 − n2)
− T cosϕ2 n1(N − 2n1 − n2)
2(n1(N − n1 − n2))3/2
+
T cosϕ2
√
n2(N − n1 − n2)
− T cosϕ2 n2(N − n1 − 2n2)
2(n2(N − n1 − n2))3/2
+ 2U
)
mIII21
ṁI12 = −
T sinϕ1
√
n1(N − n1 − n2)
(N − 2n1 − n2) mI12 +
T sinϕ2 n2
√
n2(N − n1 − n2)
mI22
−
(
2T cosϕ1
√
n1(N − n1 − n2)
+
T cosϕ1(N − 2n1 − n2)2
2(n1(N − n1 − n2))3/2
+
T cosϕ2 n
2
2
2(n2(N − n1 − n2))3/2
+ 4U
)
mIII12
−
(
T cosϕ1
√
n1(N − n1 − n2)
− T cosϕ2 n1(N − 2n1 − n2)
2(n1(N − n1 − n2))3/2
+
T cosϕ2
√
n2(N − n1 − n2)
− T cosϕ2 n2(N − n1 − 2n2)
2(n2(N − n1 − n2))3/2
+ 2U
)
mIII22
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ṁI21 =
T sinϕ1 n1
√
n1(N − n1 − n2)
mI11 −
T sinϕ2(N − n1 − 2n2)
√
n2(N − n1 − n2)
mI21
−
(
T cosϕ1
√
n1(N − n1 − n2)
− T cosϕ2 n1(N − 2n1 − n2)
2(n1(N − n1 − n2))3/2
+
T cosϕ2
√
n2(N − n1 − n2)
− T cosϕ2 n2(N − n1 − 2n2)
2(n2(N − n1 − n2))3/2
+ 2U
)
mIII11
−
(
T cosϕ1 n
2
1
2(n1(N − n1 − n2))3/2
+
2T cosϕ2
√
n2(N − n1 − n2)
+
T cosϕ2(N − n1 − 2n2)2
2(n2(N − n1 − n2))3/2
+ 4U
)
mIII21
ṁI22 =
T sinϕ1 n1
√
n1(N − n1 − n2)
mI12 −
T sinϕ2(N − n1 − 2n2)
√
n2(N − n1 − n2)
mI22
−
(
T cosϕ1
√
n1(N − n1 − n2)
− T cosϕ2 n1(N − 2n1 − n2)
2(n1(N − n1 − n2))3/2
+
T cosϕ2
√
n2(N − n1 − n2)
− T cosϕ2 n2(N − n1 − 2n2)
2(n2(N − n1 − n2))3/2
+ 2U
)
mIII12
−
(
T cosϕ1 n
2
1
2(n1(N − n1 − n2))3/2
+
2T cosϕ2
√
n2(N − n1 − n2)
+
T cosϕ2(N − n1 − 2n2)2
2(n2(N − n1 − n2))3/2
+ 4U
)
mIII22
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ṁII11 = −
T sinϕ1
√
n1(N − n1 − n2)
(N − 2n1 − n2) mII11 +
T sinϕ2 n2
√
n2(N − n1 − n2)
mII21
−
(
2T cosϕ1
√
n1(N − n1 − n2)
+
T cosϕ1(N − 2n1 − n2)2
2(n1(N − n1 − n2))3/2
+
T cosϕ2 n
2
2
2(n2(N − n1 − n2))3/2
+ 4U
)
mIV11
−
(
T cosϕ1
√
n1(N − n1 − n2)
− T cosϕ2 n1(N − 2n1 − n2)
2(n1(N − n1 − n2))3/2
+
T cosϕ2
√
n2(N − n1 − n2)
− T cosϕ2 n2(N − n1 − 2n2)
2(n2(N − n1 − n2))3/2
+ 2U
)
mIV21
ṁII12 = −
T sinϕ1
√
n1(N − n1 − n2)
(N − 2n1 − n2) mII12 +
T sinϕ2 n2
√
n2(N − n1 − n2)
mII22
−
(
2T cosϕ1
√
n1(N − n1 − n2)
+
T cosϕ1(N − 2n1 − n2)2
2(n1(N − n1 − n2))3/2
+
T cosϕ2 n
2
2
2(n2(N − n1 − n2))3/2
+ 4U
)
mIV12
−
(
T cosϕ1
√
n1(N − n1 − n2)
− T cosϕ2 n1(N − 2n1 − n2)
2(n1(N − n1 − n2))3/2
+
T cosϕ2
√
n2(N − n1 − n2)
− T cosϕ2 n2(N − n1 − 2n2)
2(n2(N − n1 − n2))3/2
+ 2U
)
mIV22
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ṁII21 =
T sinϕ1 n1
√
n1(N − n1 − n2)
mII11 −
T sinϕ2(N − n1 − 2n2)
√
n2(N − n1 − n2)
mII21
−
(
T cosϕ1
√
n1(N − n1 − n2)
− T cosϕ2 n1(N − 2n1 − n2)
2(n1(N − n1 − n2))3/2
+
T cosϕ2
√
n2(N − n1 − n2)
− T cosϕ2 n2(N − n1 − 2n2)
2(n2(N − n1 − n2))3/2
+ 2U
)
mIV11
−
(
T cosϕ1 n
2
1
2(n1(N − n1 − n2))3/2
+
2T cosϕ2
√
n2(N − n1 − n2)
+
T cosϕ2(N − n1 − 2n2)2
2(n2(N − n1 − n2))3/2
+ 4U
)
mIV21
ṁII22 =
T sinϕ1 n1
√
n1(N − n1 − n2)
mI12 −
T sinϕ2(N − n1 − 2n2)
√
n2(N − n1 − n2)
mI22
−
(
T cosϕ1
√
n1(N − n1 − n2)
− T cosϕ2 n1(N − 2n1 − n2)
2(n1(N − n1 − n2))3/2
+
T cosϕ2
√
n2(N − n1 − n2)
− T cosϕ2 n2(N − n1 − 2n2)
2(n2(N − n1 − n2))3/2
+ 2U
)
mIV12
−
(
T cosϕ1 n
2
1
2(n1(N − n1 − n2))3/2
+
2T cosϕ2
√
n2(N − n1 − n2)
+
T cosϕ2(N − n1 − 2n2)2
2(n2(N − n1 − n2))3/2
+ 4U
)
mIV22
ṁIII11 = 2T
√
n1(N − n1 − n2) cosϕ1 mI11 +
T sinϕ1
√
n1(N − n1 − n2)
(N − 2n1 − n2) mIII11
− T sinϕ1 n1√
n1(N − n1 − n2)
mIII21
ṁIII12 = 2T
√
n1(N − n1 − n2) cosϕ1 mI12 +
T sinϕ1
√
n1(N − n1 − n2)
(N − 2n1 − n2) mIII12
− T sinϕ1 n1√
n1(N − n1 − n2)
mIII22
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ṁIII21 = 2T
√
n2(N − n1 − n2) cosϕ2 mI21 −
T sinϕ2 n2
√
n2(N − n1 − n2)
mIII11
+
T sinϕ2(N − n1 − 2n2)
√
n2(N − n1 − n2)
mIII21
ṁIII22 = 2T
√
n2(N − n1 − n2) cosϕ2 mI22 −
T sinϕ2 n2
√
n2(N − n1 − n2)
mIII12
+
T sinϕ2(N − n1 − 2n2)
√
n2(N − n1 − n2)
mIII22
ṁIV11 = 2T
√
n1(N − n1 − n2) cosϕ1 mII11 +
T sinϕ1
√
n1(N − n1 − n2)
(N − 2n1 − n2) mIV11
− T sinϕ1 n1√
n1(N − n1 − n2)
mIV21
ṁIV12 = 2T
√
n1(N − n1 − n2) cosϕ1 mII21 +
T sinϕ1
√
n1(N − n1 − n2)
(N − 2n1 − n2) mIV12
− T sinϕ1 n1√
n1(N − n1 − n2)
mIV22
ṁIV21 = 2T
√
n2(N − n1 − n2) cosϕ2 mII21 −
T sinϕ2 n2
√
n2(N − n1 − n2)
mIV11
+
T sinϕ2(N − n1 − 2n2)
√
n2(N − n1 − n2)
mIV21
ṁIV22 = 2T
√
n2(N − n1 − n2) cosϕ2 mII22 −
T sinϕ2 n2
√
n2(N − n1 − n2)
mIV12
+
T sinϕ2(N − n1 − 2n2)
√
n2(N − n1 − n2)
mIV22
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